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APPENDICE

A.I, Nous examinerons d'abord (AI, AII, AIII) des systémes

liés. Dans ce cas un potentiel 3 symétrie sphérique conduit toujours
aux nombres quantigues n (radial) et ¢ (orbital). affectant les
fonctions radiales.En conséquence,nous introduirons ces nombres
quantiques dés le départ,

L'équation radiale (I 4.2) doit &tre examinée en fonc-
tion de 1l'énergie potentielle‘particuliére quli y figure

i~ 2(0ea)
[_Ai& + E.Ai - i - Ua) 4 £ 0 ] ng(a)uo . (AL)

y: 2

Il est pratique d'opérer le changement de fonction qui supprime la

dérivée premiére dans l'opérateur d'énergie cinétique

S'n@ (2) = 2 ng (“’) > (A2)

changement qui entrafine

4
[az, - B gy fmg] S0 @ =0 (a3)

n

Dans les deux cas gui nous intéresseront ici, v(r) est non singu-
lier & l'origine. En ce cas le terme dominant est l'opérateur

. 2z .. .
"centrifuge" E[€+4)//A » Autour de l'origine les deux solutions

linéairement indépendantes se comportent comme

L4 /
5 ~  n ¥ cfest-d-dire R P& 2 (AW)
me ~ M

et
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Sm€ NS clest-d-dire R b a N (AS)
Cette dernidre solution est rejetée pour des raisons physiques.
A 1'infini par contre, l'opérateur "centrifuge" ne joue
aucun ré8le ; le terme dominant doit &tre recherché soit dans é%y

soit dans v(r).

A, II Oscillateur harmonigue (voir chapitre I, § 6)
_ v
\/ 4 Onwiﬂ.z _ m i
Dand ce cas nous avons = 3 et 1 = —— .

terme qui dominera évidemment le comportement asymptotique. Pour
obtenir ce comportement asymptotique, il nous suffit de retenir

dans 1l'équation en Sme les termes dominants & l'infini. Nous

obtenons ainsi

L

of o
[+ 7 - (22) 2] 570, (a6)
avec o n}
- % -
> = e (A7)
et
oo 'hl o |
E . £ - fiﬁ«’w- (A8)

Ce comportement asymptotique est indépendant des nombres quantiques,
Les comportements 3 l'origine et & 1'infini étant déterminés,

-~

nous définissons une nouvelle fonction & partir de

Q (&)

R"n?. - X 3 %ng . (A9)

Elle satisfait & 1'équation
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{01; +2(€Qi - Tf. Q)J,L +[£m9 - (2&3)%2]} fm?:o.(AlO)

Si l'on recherchait une solution #m? sous forme de série, il
apparaitrait immédiatement que cette série ne comporterait que
les puissances paires (ou impaires) de r. Du fait que =2 a déja

-

extrait de Rme le comportement 3 l'origine, il résulte que

JF«Q () = 4. («2%) = §,q (). (A11)

En posant

’

Ep = Eap - (2843) :%i (A12)

et en désignant par g la dérivée par rapport & la nouvelle varia-
ble 4 ,nous avons

/

. F
Bz_?:_,‘:’..)' AP
M.gﬂe * ( t 3 E o " gme * Yo gmg © (AL3)

Cette équation peut &tre identifie 3 celle de la fonction hypergéo-

métrique confluente A E1( a;c;‘u) N

u,g + (- w) g _.ag =0 (A1W)

moyennant les identifications

mw
v 1 (AL5)
o .

23 2 e (A16)
) p]
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L'égquation (Al5) fixe le paramétre &

= - &. (A17)

Le probléme est maintenant mlr pour &tre quantifié. Les
fonctions lFl ne convergent pas & 1'infini. Pour obtenir une
fonction d'onde de carré sommable, il est nécessaire de tronquer

la fonction lFl en un polyndme, compte tenu de la convergence de S

= =M 3 (A18)

oin =0, 1, 2, ... désigne le nombre de noeuds radiaux (origine et
infini exclus). Nous avons donc

€0 g0 - (2de3) =
= - . d = M
Yo y e (A19)
ou
n? Z (A20)
Finalement, les fonctions radiales sont décrites par
s
2
R T p PR
oR L F(ems bed s Y (a1
ou
Lz:i. (A22)

M)

La norme se calcule au moyen de la fonction génératrice des polynd-

‘mes de Laguerre, car

m{ rj(d+4)

: L“(%)' (A23)
J P(M+a+4))

Aﬁq(_ﬁ;d+4}3) =

o0
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Cette norme vaut

i
3 FA
4 2 T{meds E)
: (A24)
3
F‘(&.z) ! Azhs
A. III Systemes hydrogénoides (voir chapitre I § 6)
— Z 7. ot
Dans ce cas nous avons Ve %2
2
T
212, %, ¥
et UV E e e ol a =
a,n me?

Cette fois c'est l'énergie qui dominera le comportement asymptotique
ainsi que le montre 1l'éguation

7 =]
(42 & Eme] S,p = 0 (A25)
avecg
oo “\— £ 3
mt
Sme - e ] (A26)

Le comportement asymptotique dépend de l'état considéré. Il a été

supposé que le systéme était 1lié en imposant :

a) que EmE <o et b) que la solution soit convergente (expo-
nentielle décroissante),
Parallélement au traitement de l'oscillateur harmonique,
NOuUsS posons

P < (A27)
RmQ =7 Sm? ¥m9

et nous obtenons 1'équation :

{ di, +2 ({j_{l ‘\{“—E;‘E ) dy 4 ";j:”[ Z. 2 _\/;—Em? (Q+,,)J}£hp=°-(1\28)

@y
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Cette égquation est trés proche de celle de la fonction hypergéomé-
trique lFl (a3 ¢3 z). Pour permettre l'identification, il suffit
d'opérer une dilatation

n= & ? . | (A29)
C qu ZZ

Nous avons alors, en posant -3 -ag(p+d et en désignant

o

par ﬁ la dérivée par rapport a F

??m@*l(ﬂ+4““m§’>?m9+%cﬂg=o. (A30)

L'identification a l'éguation (Alk4) entralne :

Qe p = 1 (A31)
Wee = ¢ (A32)
«C < _a. (A33)

L'équation (A3l) fixe le paramétre .
Pour obtenir une fonction d'onde de carré sommable, 1l est
nécessaire de tronquer la fonction F en un polyndme, compte tenu

o 171
de la convergence de S mb

C{_,:-'n/ 5 (Asu‘)
oin=0, 1, 2, sce est le nombre de noeuds radiaux. Nous en
tirons

2
F me zZ, %2,

awl =~ . (A35)

ltz %+@+4
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Dans le chapitre I, § 6, nous avions fait Zl = 1 et 22 = Z, Les

fonctions d'onde radiales sont décrites par

Z 7. N
Q B NQ Zqz?-
= c -m’ '
Rag 1) ¢ 2 o (- eheey 2 ’L) ) (A.36)
Na,
o N =n+d +1=1,2,3, ...
La relatiocn d.C, =n renqupntrée ci-dessus a un contenu
physique important car elle implique que
Z, %,
reu R (mebea). (A.37)

L'interaction coulombienne entre particules de méme charge
correspond au potentiel

V. hne

(A.38)
P

n
qui conduit & la relation

ZZ,
- = = \‘J‘thQ (m+€+4) , (A.39)

impossible & satisfaire. Il n'est, en effet, pas possible de former

un état lié i partir de deux particules se repoussant d toute inter-
distance.

La norme des fonctions radiales des systémes hydrogénolides
se calcule d'une maniére analogue 3 celle des fonctions de 1'oscill-

lateur harmonique. Cette norme vaut

P, 4

(QZ 5 z [ (N £)! }E 4
—_— . (A.40)
N ml LN (2041)! |
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A. IV Fonctions hydrogénoides de diffusion

Nous examinons ici les fonctions hydrogénoldes a &o .
Cette énergie étant fixée a priori elle n'est pas affectée de nombres
quantiques.

Nous avons successivement

S‘p ':\I—Eﬂﬂ..

E = € (A-”‘l)

§°lzm + i(h—: + L\J—?) d, + %[ 2 +LJ?(9+4)]} ‘9€0=0)(A.42)

a’b
¢ - 24,2 roacle (f4a), (A, 43)
~axife = 1, (A.5L)
alyz= ¢ (A.45)
¢ C,z - . (A.U46)

Cette dernidre relation s'écrit explicitement
2 2,
s VT

ol le signe de Zl, Z, ne joue pas de rdle essentiel. Les fonctions

a = 2+4 -t (A.47)

)

radiales s'écrivent

povf oA
RQ(R):’L e F (‘Q«L’f_.t Z,,Zz ‘2@4—2'-—2(.‘\}2 }l). (A 48)
E /in 1 ’ A »
A NE
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L'équation de Schrddinger relative & l'oscillateur harmoni-
que peut &tre traitée aisément dans d'autres systémes de coordonnées.
Ces systémes introduisent d'autres constantes de mouvement, donc
d'autres nombres quantiques.

pPartant des coordonnées sphériques (2 5, 8, ¥ ), la con-
servation de la symétrie cylindrique autour de l'axe z méne & deux
systémes de coordonnées ot 1'on a conservé la constante de mouvement

L = _it')Y avec son nombre quantique m

a) jes coordonnées cylindriques ( Ps3Is )
b) les coordonnées sphéroidales ( 3,/&, g ).

Si 1'on abandonne la symétrie cylindrique, le systéme de
coordonnées ol la séparabilité reste possible est le systéme carté-
sien (= Y s 3 ).

Dans le cas des systémes hydrogénoides, le reldchement de
1a symétrie sphérique exige cependant que la symétrie cylindrique
soit conservée. Les systémes ol la séparabilité subsiste sont :

al les coordonnées paraboliques (&g,v ,tf )

b) les cocrdonnées sphéroidales (¢ ,)L, ¥ ).
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