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Chapitre 1

Introduction

La dénomination noyau a halo’ s’applique a certains noyaux légers caractéri-
sés par une structure treés particuliére qui fut découverte dans les années 80 pour
des noyaux riches en neutrons. Cette structure est composée d’un coeur et d’un
halo d’un ou plusieurs nucléons plus éloigné ce qui explique leur dénomination.

Deux phénoménes physiques permettent d’expliquer cette structure. La com-
binaison de la basse énergie de séparation des neutrons et de la courte portée de la
force nucléaire permet aux neutrons de s’éloigner du coeur du noyau. Les neutrons
sont donc présents avec une probabilité appréciable a des distances plus grandes
que le rayon nucléaire normal.

Des noyaux a halo dont le halo est composé de protons sont également envi-
sageables. La structure en halo est cependant moins prononcée étant donné que la
barriére coulombienne joue dans ce cas un réle important.

Les noyaux a halo sont donc des noyaux exotiques caractérisés par un grand
rayon de matiere par rapport aux autres noyaux de masse semblable. Parmi les
différents noyaux a halo connus, nous pouvons entre autres citer le!*Be ou le 1'C
pour les halos de un neutron, I®He, le '!Li ou le *Be pour les halos de deux
neutrons et, finalement, le 8B ou le 7F pour les halos d’un proton. Un historique
des recherches menées a leur sujet est développé dans [1].

Une autre caractéristique des noyaux a halo est le petit moment cinétique orbi-
tal des nucléons du halo. Les noyaux déja observés ont des nucléons dans des états
set p.

La structure en halo méne a des caractéristiques expérimentales tres particu-
lieres. La section efficace de réaction pour les dissociations électromagnétiques ou
nucléaires est particulierement importante. Mais le plus frappant reste le fait que
les réactions de fragmentation du noyau a halo sont associées a une distribution
tres étroite des impulsions des fragments. Cette distribution étroite peut étre vue
comme une conséquence directe du principe d’incertitude d’Heisenberg associé a
I’étendue physique de ces noyaux (une faible incertitude sur la position implique



une grande incertitude sur I’impulsion et réciproquement).

La section efficace de dissociation particuliérement grande s’explique par le
fait que ce sont des noyaux faiblement liés. Les noyaux observés sont, comme
nous I’avons déja dit, des noyaux légers riches en neutrons ou en protons et donc
situés loin de la vallée de stabilité. Les nucléons du halo sont faiblement liés vu
leurs positions par rapport au coedur.

Ici, nous nous intéresserons aux noyaux a halo de deux neutrons et plus parti-
culiérement a I’He et au Li. Ces noyaux ont la particularité d’étre des noyaux
borroméens c’est a dire que ce sont des systemes a trois corps faiblement liés et
dont aucun des systémes binaires n’est lié.

Nous devons finalement signaler que I’étude de ce type de structure fait large-
ment appel aux modeles a plusieurs corps. Dans le cadre de I’étude de noyaux a
halo de deux neutrons, nous ferons donc appel a un modele a trois corps sans en
discuter les fondements. Un calcul a trois corps a été développé dans les articles
[2, 3] pour I’8He et [3, 4] pour le '1Li.

Dans ce travail de fin d’études, nous étudions plus particulierement la disso-
ciation électromagnétique de I’®He et du 11Li. Dans ce cadre, et afin d’étre capable
de calculer la section efficace de réaction, nous nous intéressons plus particuliére-
ment a I’amplitude de transition pour la dissociation coulombienne de ces noyaux.
Nous calculerons cette derniere sur base de la méthode des coordonnées hyper-
sphériques.

Au chapitre 2, nous définissons tout d’abord les coordonnées de Jacobi sur les-
quelles nous nous basons ensuite pour définir les coordonnées hypersphériques.
Dans une autre section, nous résolvons I’équation de Schrédinger afin d’exprimer
la fonction d’onde caractérisant I’état du noyau sur base des coordonnées hyper-
sphériques.

Au chapitre 3, nous utilisons I’équation de Schrodinger développée dans les
coordonnées hypersphériques au chapitre précédent pour déterminer le comporte-
ment a I’origine et asymptotique de la fonction d’onde. Nous explicitons ensuite
les choix faits pour décrire I’état initial et final du noyau permettant de calculer
I’amplitude de transition de la réaction.

Au chapitre 4, nous définissons I’opérateur multipolaire électrique. Nous déve-
loppons ensuite une expression analytique des €léments de matrice qui intervien-
dront dans I’expression de I’ampitude de transition. Aprés avoir défini les regles de
sélection qui gouvernent ce calcul, nous les modélisons numériguement.

Au chapitre 5, nous commencons par appliquer I’état initial et I’état final dé-
veloppés au chapitre 3 a la définition générale de I’amplitude de transition. Nous
explicitons ensuite les deux approximations faites pour la partie hyperradiale de
la fonction d’onde de I’état initial et, finalement, nous développons une expres-
sion analytique de I’amplitude de transition sur base de la premiére approxima-



tion. Nous verrons, en effet, que la premiére fonction d’onde approchée, beaucoup
moins réaliste que la seconde, est considérée uniquement dans le but de permettre
ce calcul analytique.

Finalement, au chapitre 6, nous analysons les résultats obtenus pour I’ampli-
tude de transition sur base des deux approximations décrites au chapitre précédent
et les commentons.



Chapitre 2

Equation de Schrodinger en
coordonnees hyperspheériques

2.1 Définition des coordonnées hypersphériques

2.1.1 Les coordonnées de Jacobi

Soit un systéme de N particules i (i =1,2,....,N), et soient i leurs positions et
A leurs nombres de masse. Les masses de ces particules sont donc m = Ajmy ou
my est I’unité de masse. La valeur de my est donnée par la moyenne arithmétique
des masses du proton et du neutron.

_ mh+m,  938.272 4 939.566
-2 2

uy = 939.919 MeV /& (2.1.1)

On définit la coordonnée du centre de masse Rem = YN, Fi, le nombre de masse
totale A= YN | A et les coordonnées de Jacobi [5, 6] :

1 i
Xi=Tiy1— 4 Z AT (2.1.2)
AT

oUA =3} A
Une interprétation physique de ces coordonnées est que la F™ coordonnée de

Jacobi est la différence entre la i + 18™ coordonnée relative et le centre de masse
des i premieéres particules.

Dans ce travail, nous aurons affaire a des systémes de trois particules. Nous
décidons donc de noter X et x>, respectivement X et y. Nous utiliserons donc I’en-
semble des trois vecteurs suivants :

Re :iﬁr (2.1.3)
" AVAT B
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X = A A (Fj — k) (2.1.4)
_ JAATHA) (L AT AL
Vi = A (r. AT A ) (2.1.5)

ou le i fait référence a la coordonnée relative prise comme référence, dans notre
cas la coordonnée relative du coeur du noyau, et ou les coordonnées de Jacobi ont
été normalisées.

2.1.2 Les coordonnées hypersphériques

L’avantage des coordonnées hypersphériques est de rassembler les coordon-
nées meétriques du probléme qui varient de 0 & « en une seule : p. On transforme
en effet N coordonnées vectorielles (dans notre cas nous avons deux coordonnées
vectorielles) en une coordonnée radiale et 3N — 1 coordonnées angulaires qui ont
un domaine de définition borné (ici, une coordonnée radiale et 5 angulaires). Nous
ne considérons pas ici la coordonnée du centre de masse vu que les coordonnées
de Jacobi permettent de séparer le mouvement du centre de masse [5, 6].

L’hyperrayon est défini de la maniére suivante [5, 6] :

p2 =2 +y? (2.1.6)

Physiquement, I’hyperrayon est proportionnel au rayon en moyenne quadratique
du systeme de trois particules. Il est important de noter qu’il ne dépend pas de la
coordonnée relative i prise comme référence.

Les cing hyperangles sont les quatres angles directeurs de X et Vi, notés res-
pectivement (B, ¢x) et (By,, @y ) ou X et y; et I’hyperangle o; défini comme suit
[5,6]:

Xj = pCOS O (2.12.7)

yi = psina; (2.1.8)
ou 0 < o; < 7. L’ensemble des cing hyperangles peut étre noté €3.

Il est important de noter que les coordonnées hypersphériques peuvent diffé-
rer selon les coordonnées de Jacobi prises comme référence et selon la définition
donnée aux variables angulaires. Dans I’article [7], par exemple, la définition de o
est:

X = psino; (2.1.9)

Yi = pCOS (2.1.10)

Nous verrons plus loin ce que cela change dans les développements.



L’élément de volume est défini comme :
dxdy = p®dpsin? a.cos? ousin Oy sin ¥, dodbydexde,do, = pPdpdQ  (2.1.11)
ou nous avons omis de préciser le i pour ne pas alourdir I’expression.

On définit ensuite I’opérateur angulaire K? (€;) qui est défini dans I’expression
de I’énergie cinétique [5, 6].

+— (2.1.12)

Les harmoniques hypersphériques sont définies comme étant les fonctions pro-
pres de cet opérateur associées aux valeurs propres K (K +4), ainsi que celles de

12(%),12(9), 12(%), 12(9).

K2(Q) ™™ (Q) = K (K +4)T"™™ (Q) (2.1.13)

La forme explicite des harmoniques hypersphériques [5] est :

™™ (Q) = Ng¥ (cos o)™ (sin o) Py /2 (cos 20) Y™ () Y™ ()

(2.1.14)
1/2
Iy 2nH(K+2) (n+Ix+1y+1)!
N¢™ = 3 3

n=(K-lx—1ly)/2 (2.1.16)
pour K entier positif ou nul, Iy et ly entiers tels que n soit un entier positif ou nul,
my compris entre —Iy et Iy et m, compris entre —ly et ly. Dans cette équation, N:ély
est un facteur de normalisation, Y™ I’harmonique sphérique de moment cinétique |

et de projection m, T" la fonction Gamma et = polynome de Jacobi de degré n
et de paramétre o et B.
Par définition, nous savons que :

(2.1.15)

12(R)Y™(R) =1 (1 +1)Y"(R) (2.1.17)

La démonstration de I’expression des harmoniques hypersphériques est faite dans
[5].

K2 (€) est un opérateur hermitique et ses fonctions propres forment une base
orthonormée. Nous n’utiliserons toutefois pas cette base pour développer notre
fonction d’onde mais la base formée des harmoniques hypersphériques composeées,
dans lesquelles nous avons composé les deux moments cinétiques k et Iy pour
donner le moment cinétique orbital total du systéme.

Tetw (@) = 3 (Idymamy[LMO) TE™™ (@) (2.1.18)
mymy



c’est a dire (voir [7])

Il Iyl Ily s~ A
Tim, (€2) = D" (0) Yy, (X,9) (2.1.19)
ou
DY (o) = N2 (cos o) (siner) ¥ P T2 (cos 201) (2.1.20)
Wy R R
You, (R.9) = [Yie R @Y, (D], (2.1.21)

Ces harmoniques hypersphériques forment une base orthonormée (comme dé-
montré dans [5]) de fonctions propres de K?,L2,12(X),12 (y) et L.

Nous devons ici souligner une premiére différence avec les notations adoptées
dans I’article [7] compte tenu de la définition différente de I’angle o. En effet, si o
est défini comme

X = psino (21.22)
Yi = pCOS 0; (2.1.23)

alors
D (o) = N2 (sin )™ (cos o) Py 212 (cos 2a1) (2.1.24)

Les roles de Iy et Iy sont donc inverses.

2.2 Equation de Schrodinger

Comme nous I’avons vu, les noyaux que nous voulons modéliser sont des
noyaux a halo de deux neutrons. Nous considérerons donc un systéme a trois corps.

L’hamiltonien d’un systéme isolé a trois particules interagissant deux a deux
s’écrit en toute généralité :

_ PP B () VA (el V(s —
= om; Tom, Tamg TV UM =Tl +VE(Ir =Tal) +VE(is =) (22.1)

ol my, My et my sont les masses des trois particules exprimées en unité ny.
Pour des questions de lisibilité, nous ne tiendrons compte que de la composante
centrale du potentiel (approximation des interactions centrales faite dans [5]).

Si nous utilisons la définition des coordonnées de Jacobi :

V(I =Ti) = V! <\/ AjATAkAkXi> =V'(x) (2.2.2)
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Le symbole tilde sera omis dans la suite.

En tenant compte de I’expression de I’énergie cinétique développée dans [5, 6]
et de la définition de I’hyperangle o, I’hamiltonien s’écrit :

AP [1 b) < 5a> KZ(Qi)}
H=—o |55 (P50 )~
2my [pdp " dp p (2.2.3)

+V'(pcosay) + VI (peosa) + VK (pcosoy)

L’équation de Schrodinger s’écrit :
HW¥ v = E;¥sm (2.2.4)
ol Wyv est la fonction d’onde inconnue que nous développons sur base des har-
moniques hypersphériques :

_ Iyl
Wam =p %Y xiky () [FKKML (@®os| (2.2.5)
Ky

L est le moment cinétique orbital total du systéme et M_ la projection de ce moment
cinétique. 6s est la fonction de spin total associée aux trois particules. y représente
I’ensemble des quatre nombres quantiques LSly.

Nous remplagons W;y par son expression dans I’équation de Schrodinger 2.2.4.
En multipliant cette équation par une fonction quelconque de notre base et en uti-
lisant la relation d’orthogonalité des harmoniques hypersphériques, nous obtenons
le systeme d’équations suivant :

d> LK(LK+1)+2|TN

(E _ngy,Ky (p)) XJKY -

dp? 2 P
2my

= %Wk]’y,Ky(p)XK’y’ (P)

(2.2.6)
Pour obtenir cette expression, nous avons posé :
Lk =K+3/2 (2.2.7)
V = V' (pcosay) + V! (pcoso; ) + V¥ (peoso) (2.2.8)
et

W = [ (@I, (@)da 2.2.9
’Y,Ky(p) - o KLML( ) K/L/M/L( ) ( e )

Dans 2.2.6, la somme sur K’I)’(Ig, porte sur toutes les valeurs sauf sur Klyly. Nous
avons en effet fait passer ce terme dans I’autre membre.



Chapitre 3

Description du noyau

3.1 Comportement a I’origine de la fonction d’onde

Dans cette section, nous allons déterminer le comportement a I’origine de la
partie hyperradiale de la fonction d’onde (2.2.5). Nous savons que ces fonctions
sont solutions de I’équation de Schrodinger (2.2.6) développée au chapitre précé-
dent. Nous faisons, en plus, les hypothéses suivantes [8] :

%(0)=0
pAV (P) —p—-00

La premiére hypothése tient compte du fait que la fonction d’onde inconnue
est de carré sommable et la derniere, que le potentiel est borné ou ne tend pas vers
I”infini aussi vite que p% quand p — 0.

La singularité a I’origine est due au terme L‘;*” ou Lk =K+ % L’origine
est donc un point singulier régulier et nous pouvons rechercher une solution sous
forme d’une série de Frobenius dont le terme de degré le plus bas est p°. La valeur
de s est fixée en remplagant  (p) dans I’équation (2.2.6) et en annulant le coeffi-
cient du terme de degré le plus bas de la série obtenue. Le coefficient du terme en
pS2est:

—s(s—1)+Lk (L +1)=0 (3.1.1)

Les deux solutions obtenues sont s= —Lyx et s= Lx + 1. La premiére ne res-
pecte pas I’hypothése x (0) = 0. La seconde est donc la seule solution valable.

Nous en déduisons que la fonction hyperradiale se comporte en d‘+§ a l’ori-
gine. Etant donné que la solution de I’équation de Schrédinger (2.2.5) a un coeffi-

. 5 . . T
cient en p~2, nous connaissons le comportement de la fonction d’onde a I’origine.

¥am —p—0 P< (3.1.2)
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3.2 Comportement asymptotique de la fonction d’onde

Nous allons a présent déterminer le comportement asymptotique de la fonction
d’onde (2.2.5) tant pour I’état lié (ou état d’énergie négative) que pour I’état libre
(ou état d’énergie positive). Dans les deux cas, nous imposons que

xX(P) —p—w0

afin que la solution soit de carré sommable.

Rappelons que I’état est faiblement lié vu que les particules du halo se dé-
placent relativement loin du coeur du noyau. Nous allons donc introduire une ap-
proximation valable pour tout le domaine d’énergie. Nous considérons que :

Wory iy (P) —p—e0 0 (3.2.1)

En remplacant dans I’équation (2.2.6), nous obtenons I’équation de Schrédin-
ger asymptotique
& Lk (lk+1)
dp? p?
dans laquelle x est défini de la maniére suivante

iKZ] Aicy =0 (3.2.2)

2my

Cette équation est équivalente a une équation de Bessel dans laquelle le coef-
ficient du terme du premier degré est nul et que nous allons résoudre separément
pour les deux domaines d’énergie considérés.

3.21 Etatlié

Dans le cas ou E < 0, I’équation de Bessel a la forme suivante :

d’w  1dw V2
et sa solution est donnée par une combinaison linéaire de fonctions de Bessel mo-
difiées I, (z) et K, (2).

w = (C1ly (2) +C2K, (2)) (3.2.5)

11



Leurs propriétés sont décrites dans [9].

Afin de déterminer le comportement asymptotique, nous posons w = 2*Q et dé-
terminons v et o tels que I’expression (3.2.4) soit equivalente a I’équation (3.2.2).
Les valeurs obtenues pour v et o sont respectivement K +2 et —1/2.

Nous pouvons & présent remplacer o et v dans I’équation (3.2.5). En tenant
compte du fait que I, (kp) —p—... € et donc en annulant le coefficient de ce
terme, Cy, nous obtenons la solution de carré sommable de I’équation (3.2.4) :

1
Q=Cy4(xp)? Kk+2 (kp) (3.2.6)
dans laquelle nous avons posé z = kp. k est défini par I’équation 3.2.3.

Sachant que K, (kp) —p_... € *, nous constatons que les fonctions hyperra-
diales des états liés du systéeme décroissent comme une exponentielle et la densité
de probabilité de présence est donc tres faible a grande distance.

Ce résultat peut étre vérifié par un autre développement [8]. Si nous négligeons
le terme en p~2 de I’équation (3.2.2) lorsque p — oo, nous obtenons :

d? 2my
Pour E < 0, cette équation a comme solution générale :
Yoo = AE*P 4 Be"*P (3.2.8)

Le deuxiéme terme de cette expression n’étant pas de carré sommable, les solu-
tions physiques correspondent & B=0. Nous obtenons donc bien une exponentielle
négative comme précédemment.

3.2.2 Etat libre

Dans ce cas, I’équation de Bessel s’écrit :

d’w  1dw V2
et a pour solution une combinaison linéaire de fonctions de Bessel du premier et
second types [9] :

w=(C3Jy (2) +CsY, (2)) (3.2.10)

En suivant un raisonnement similaire a celui du paragraphe précédent, nous
obtenons les mémes valeurs pour v et o, c’est a dire K+ 2 et —1/2. Par conséquent,
la solution de I’équation (3.2.9) est

Nl

Q= (xp)? (CaJk+2 (kp) +CsYi42 (kp)) (3.2.11)
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Malgré le fait que Y, (xp) diverge & I’origine, nous n’avons pas annulé le co-
efficient de ce terme puisque nous recherchons le comportement asymptotique de
la fonction d’onde. Cependant, les fonctions de Bessel du second type n’intervien-
dront pas dans I’expression de I’état final. Nous expliquerons pourquoi dans la suite
de ce chapitre.

3.3 Fonction d’onde du systéeme

Nous introduisons ici le fait que nous allons étudier des noyaux a halo de deux
neutrons. Ces noyaux ont la caractéristique remarquable d’étre borroméens. En
effet, ces systéemes a trois corps sont faiblement liés mais aucun de leurs sous-
systémes binaires n’est lié. lls ne possedent qu’un seul état lié.

Comme nous I’avons vu au chapitre 2, la fonction d’onde de ce systéme, solu-
tion de I’équation de Schrodinger (2.2.4), peut étre développée sur base des har-
moniques hypersphériques (2.1.19).

_ Iyl
Wom =p 2g,qu(p) [FKLyML (@®os| (3.3.1)
Y

Seules les fonctions hyperradiales XJKY(P) different de I’état lié & I’état libre du
systéme.

Nous introduisons quelques régles de sélections qui s’appliquent a un systéme
de trois corps constitué de deux neutrons et d’un coeur. Le moment cinétique total
résulte de la composition du moment cinétique orbital total L et du spin total S.

L-§<J<L+S (3.3.2)

Le spin total [5] résulte de la composition du spin des deux neutrons et du
moment cinétique total du coeur du noyau.

S=Lc® (S, ®Sy) (3.3.3)

Et enfin, la parité résulte de la composition de la parité du coeur du noyau et de
celles des deux mouvements relatifs des particules [5] :

T =@ (—1)" (3.3.4)
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Afin de pouvoir calculer la section efficace de la dissociation coulombienne,
nous devons déterminer un état initial et un état final pour le systéme étudié. Dans
la suite, nous considérerons que I’état initial est le seul état lié du noyau et que
I’état final est un état libre. Nous allons a présent particulariser ces états au cas que
nous étudions.

3.3.1 Description de I’état lié

Nous savons que I’état du systéme est décrit par I’équation (3.3.1). Dans ce
travail, nous cherchons a comparer différentes approximations de la partie hyper-
radiale XJKY(P) de la fonction d’onde de I’état initial, I’état final étant décrit de la
méme facon dans les différents cas. Nous verrons plus loin en quoi consistent ces
approximations.

Comme nous I’avons dit, I’état initial est le seul état lié du noyau, son niveau
fondamental. Les niveaux fondamentaux de I®He et du *Li sont, respectivement,
des états O et %7. Dans la suite, nous négligeons le spin du coeur du noyau. Nous
considérerons donc que I’état initial est un état ¥ = 0.

Etant donné que le moment cinétique total résulte de la composition du moment
cinétique orbital total L et du spin total S (3.3.2), pour que la valeur nulle de J soit
possible L doit étre égal a S.

L=S (3.3.5)

Le fait de considérer le niveau fondamental du coeur permet d’expliquer que le
spin total est donné par la composition du spin des deux neutrons (3.3.3). Le spin
total du noyau prend donc les valeurs 0 ou 1.

La parité totale paire, la parité du coeur dans son état fondamental ainsi que
le fait que le moment cinétique orbital total L resulte de la composition de | et Iy
impose I’égalité des deux moments cinétiques orbitaux (3.3.4).Le principe d’anti-
symétrisation [5, 10] implique que I et |, soient pairs dans le cas ou S vaut 0 et
impairs dans le cas ou S vaut 1.

Les relations développées dans ce paragraphe permettent de caractériser les
différentes fonctions hyperradiales par le triplet (Kkly).

3.3.2 Choix de I’état final

Afin d’obtenir I’amplitude de transition ainsi que la section efficace différen-
tielle pour la dissociation électromagnétique, nous utilisons un état final pour lequel
les interactions entre les trois particules sont négligées. Nous supposons donc que
les particules sont suffisament éloignées I’une de I’autre pour ne pas interagir.

Dans ce cas, les fonctions d’onde caractérisant I’ensemble des trois corps sont
des ondes planes. Ces ondes planes peuvent étre développées sous forme d’une
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combinaison de produits d’harmoniques hypersphériques exprimées en fonction
des coordonnées des particules ou des impulsions qui leur sont associées et de
fonctions de Bessel [11].

expli(G-X+p-Y)="—53
(xp) ) (3.3.6)
> (@) (T @) Iz (xp)

Dans cette expression, ¥ et yj sont les coordonnées de Jacobi définies par rap-
port a la particule | et g et py les impulsions associées.

| AA (kK
g = (Ai+JA,-) <E_ij> (3.3.7)

(A+A)A <ka+k,- ku) (339

P = -
(A+AA) \A+A A
ot ki, kj et ki sont les impulsions des particules individuelles [11]. € et Q* sont
les cing hyperangles respectivement associés aux coordonnées et aux impulsions
des particules.

Etant donné que nous sommes seulement intéressés par la dépendance éner-
gétique de la section efficace de réaction, nous n’avons pas besoin de connaitre
les directions des implusions des particules. Au lieu d’utiliser des ondes planes,
nous utilisons donc un ensemble d’états finaux sans interaction qui inclut des har-
moniques hypersphériques dépendant seulement des coordonnées des particules.

La partie hyperradiale des fonctions d’ondes de I’état final s’exprime donc de

la maniere suivante : Jewa (k)
J K2 (Kp
Xky(P)=——5~ (33.9)
(xp)
Nous constatons que cette équation est en accord avec le comportement asympto-
tique de la fonction d’onde pour I’état libre étudié plus haut.

Comme les ondes planes, les fonctions d’onde associées a 3.3.9 sont solutions
de I’équation de Schrédinger asymptotique a six dimensions.
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Chapitre 4

Calcul des éléments de matrice

4.1 Opérateur multipolaire électrique

Nous allons tout d’abord définir I’opérateur multipolaire électrique qui inter-
vient dans les éléments de matrice que nous cherchons a calculer. Il est défini dans
ce cas comme [7, 12, 13]

N
M (E1) = \/% >z (7 - Rem) (4.1.1)

ou les rj sont les vecteurs position des trois corps qui composent les noyaux et
Rem est la position du centre de masse du systéme. Les noyaux borroméens que
nous étudions sont constitués d’un halo de deux neutrons. L’expression ci-dessus
se réduit donc au terme caractérisant le coeur du noyau.

M (E1) \/%{o+o+ezc(rz—R2m)} (4.12)

Si nous utilisons la définition de la coordonnée du centre de masse et celle des
coordonnées de Jacobi, nous obtenons aprés simplifications :

3 2
M (Evb) = |/ =€ M—”r‘TTCyc (4.13)

Tenons compte a présent de la définition des coordonnées hypersphériques dans
lesquelles . est décrit par trois hyperangles et par I’hyperrayon. L’expression de-
vient [14] :

MY = ez, ipsin oY (9) (4.1.4)
! A(A-Z) H
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ou Yy, (¥) est un opérateur tensoriel irréductible (OTI) de rang 1. Rappelons qu’un
opérateur tensoriel irréductible de rang k est défini comme un ensemble de 2k + 1
composantes Tq(k) (g=—k,—k+1,....k—1,k) qui se transforment par rotation se-
lon

K

R(Q) TR (@) = ¥ Dk, (@) Ty (4.1.5)
q/

ou Dg,q () sont les éléments de matrice de rotation ou de Wigner.
4.2 Forme analytique des éléments de matrice

Les éléments de matrice que nous désirons calculer sont

<P M |yom >=

_ / | 1, _ Iyl
<™y (P) [Ty (D@05 | MY~y (p) [Ty, (D) ©68| >

@31
wim et Wywm sont respectivement I’état initial et final du noyau. x,{',y (p) et XJKY(p)
devront étre remplacés par les fonctions correspondant aux approximations aux-
quelles nous avons fait allusion au chapitre précédent (paragraphes 3.3.1 et 3.3.2).

Les autres définitions sont développées dans le chapitre 2.

Jwm

En utilisant le théoréeme de Wigner-Eckart et ses corollaires (le calcul complet
se trouve dans I’annexe (A)) et les deux relations suivantes

{jl j2 le}_S_ 5 (—1)1’1+J’z+13 (42.2)
i35 J 0 WPl 2+ 1) (2)2 + 1) -

(211 +1) (22 +1)
4 (205 +1)

<YMy [M, >= (I10I20I30)\/ (4.2.3)

nous obtenons :

< WJ/M/|ML(11) Wam > = 8ss8y1, s (=) (2L + 1)1/2

. T (4.2.4)
x{" y IX}(10|y0|y0) v+ AoBq

ly, L 1 47
ou
Ao =< T3kry (P) P~ 2Iplxaky (P) P ~/% > (4.2.5)
By =< @1 (o) | sinc D (0r) > (4.2.6)
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Nous avons pu Vérifier I’exactitude de cette expression en comparant les valeurs
obtenues analytiquement pour la partie hyperangulaire des éléments de matrice
avec les valeurs données dans I’article [7].

Dans la suite de ce travail, nous allons d’abord développer analytiquement
I’élément de matrice hyperangulaire B, (4.2.6). Ensuite, nous développerons nu-
mériquement I’élément de matrice hyperradial A, (4.2.5) qui n’est autre qu’une
intégrale hyperradiale.

4.3 Regles de sélection appliquées aux éléments de ma-
trice

Le développement analytique des éléments de matrice met en évidence un cer-
tain nombre de régles de sélection qui nous permettent de déterminer quels élé-
ments doivent étre calculés (équation A.0.14). Nous les utiliserons dans le calcul
numérique de I’amplitude de transition.

Nous avons déja mentionné le fait que I’état initial est un état J = 0". Le
coefficient de Clebsch-Gordan (J1IMp|JM’) [8] nous impose que

M+ =M (4.3.1)
J-1]<V<JI+1 (4.3.2)

avec J+J' + 1 entier.
Nous en déduisons que J = 1 et que M’ = L.

dgs et gy, nous imposent a leur tour deux autres regles a respecter :
S=S (4.3.3)

Il = Iy (4.3.4)

Examinons ensuite le coefficient 6-j suivant :
J LU S
(v @39

I nous impose comme conditions supplémentaires :
L-1 <L’ <L+1 (4.3.6)

J-9<L<J+S=L=S (4.3.7)

18



avec L+ L'+ 1 et J+ L + Sentiers.

Enfin, le coefficient (101,0(1;0) nous donne [l — 1] <1, <ly+1avec ly+1)+1
pair.
Autrement dit
=1y =1 (4.3.8)

En utilisant cette derniére relation et le fait que n = (K —k—1y) /2 doit étre
entier positif ou nul, nous obtenons que

K —K|=1 (4.3.9)

Rappelons enfin que la parité du noyau impose que k = ly et que le spin ne peut
valoir que 0 ou 1 (voir chapitre 3).

Notons que nous n’avons pas commenté le coefficient 6-j

/ !/
{'I‘y 'Ly 'f} (4.3.10)

puisqu’il ne nous fournit aucune nouvelle information.

4.4 Deéveloppement analytique de I’élement de matrice hy-
perangulaire By,

Nous désirons pouvoir modéliser la partie hyperangulaire de I’élément de ma-
trice développé a la section 4.2. Pour ce faire, nous allons simplifier analytiquement
I’expression de I’élément de matrice hyperangulaire B, (4.2.6) afin d’éviter de de-
Voir intégrer numériquement.

Wy by 2 s ly+1]+2
Bo = Ng/’N y/ (sino)Y ™y (coso) XX
T (4.4.1)

sl 1
+2htz

[ ly+ 3 Ix+2
XPn)l’ y T 2:XT2

(cos2a) Py (cos2o) do

La normalisation des harmoniques hypersphériques est faite dans I’annexe B.
Elle permet de démontrer I’expression des coefficients de normalisation

1/2
201 (K +2) (n+lx+ ly+ 1)1

C(n+I+3)T(n+ly+3)

NG = (4.4.2)
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qui nous sera utile dans le développement qui suit ainsi que d’expliciter la dé-
marche de calcul utilisée dans le développement de B, (4.4.1).

En effet, en posant I)’, =ly+1438,v=Iy+1/2, B=Ix+1/2 et x=cos2a
comme dans I’expression B.0.5 dans I’équation (4.4.1), nous savons que B, peut
s’exprimer de la maniére suivante

AU 1
Ba:NE%&Wziu—xﬁﬂa+xﬁz*ﬂmﬂqﬁmoomﬁuym (4.4.3)

Utilisons la propriété des polynémes de Jacobi suivante [9]

(W +y+ )PP ) — (W + )PP (%)

1—x) PP () = (4.4.4)
(1-x PP (x) 10
et les relations d’orthogonalité de ces mémes polyndmes.
1
[4a—xwa+xﬁz4ﬂmﬁqﬁoomﬁuyu:ammﬂ%m (4.4.5)
ou +B+1
2" rn+y+1H)T'(n+p+1
2n+y+B+1  nT(n+y+B+1)
avec v, > —1.
L’équation (4.4.3) devient
Bu = NN 2P+, (1)
n4y+1 n+1 (4.4.7)
X | Onm Y B4 6n(n’-&-l) Y B4
n+i+5+1 n+i+5+1

En remplagant les variables y et 3 par leur valeur et en simplifiant, nous obte-

nons finalement
1

(W+¥+5+3) @ntly+k+2)
C(n+1ly+3/2)T(n+1x+3/2) (4.4.8)
TN+l 11t 2)

3
X |:8nn/ <n+ly+ E) —8n(n/+1)n}

/!

! 1
BOL — NII(X/I)’ N}'(X'y Z

Dans le cas ou n=n ou si n=n'+1, I’expression de B, se simplifie respecti-
vement en

gL VMW+2Mn+w+3ﬁMn+W+&+@ (4.4.9)
K+3 K+2

20



ou

-1 [(K'+2)(n+ly+1)n 4410
B“_K+1\/ K+2 (4.4.10)

Au cours de ce développement, nous avons considere que [, = Iy + 1. Pour le
cas ou I)’, = |y — 1, nous pouvons soit faire un développement similaire soit tenir
compte du fait que By, est réel et donc symétrique.

Le résultat (4.4.8) du développement dans le cas ot [, = I, — 1 est
ne " 1 1
Ba = NN
(n+3+5+3) @v+ly+1+2)
y (0 +1{43/2)T(n +1,+3/2) (4.4.11)
I (0 41+ 14+ 2)
3
X |:8nn’ (n+ I)/, + §> — Sn/(n+1)n/:|

Nous constatons donc bien que ce développement est équivalent a I’échange des
nombres quantiques.

4.5 Problemes de conventions

Nous avons déja abordé le fait que au lieu de poser
Xj = pCOS (4.5.2)

yi = psina, (4.5.2)

dans le choix des coordonnées hypersphériques, nous pourrions décider d’adopter
Xi = pSino; (4.5.3)

Yi = pCOSQ; (4.5.4)
comme dans I’article [7].

Si nous tenons compte de cette deuxieéme possibilité, I’opérateur multipolaire
électrique 4.1.4 s’écrirait

M (Ez, 1) = eZc pCcosocYiy (Y) (4.5.5)

AA-Zo)

21



Quant a I’expression de I’élément de matrice B,, elle deviendrait

Ly hd By (2 e bl ly+1/+3
<<I>K,y(oc)|cosoc\d>Ky(oc)>:NK,VNKV/O (sino)™ " (coso)¥ Y

o (4.5.6)
/a1yl 1 1
X P,Ifz’ly” (cos2ar) bt alvts (cos2at) dot
ou, apres substitution des variables,
AN 1 Lal
B :Nﬁwwy/ 1 x)Y (14 %Pl 0B+
N (45.7)

x PYPTL () PYB (x) dix

en supposant cette fois que y=k+1/2etp=1,+1/2.

Nous suivons le méme raisonnement qu’a la section précédente en tenant compte
cette fois de la propriété des polynémes de Jacobi qui lie I%’B“ (x) et PX’B (x) dx
[9].

(n+B+ 1P () — (n+1) P, (¥

(1—x)PrB+L () = 5 (4.5.8)
n-+ % + 5 +1
Nous obtenons
10 Ty m
By, = NK’yNK ) (Y+B+3)hn (% B)
(4.5.9)

n+p+1 n+1
X | Onm 783 + 8n(n’+1) 7. PB4
M+3+5+1 M+3+5+1

Sachant que Iy = ly, nous constatons que le changement de conventions im-
plique seulement un changement de signe dans le cas ol n = ri+ 1. L’équation
équivalente & I’équation (4.4.8) est :

1 1

Sy d)@ntlyrit2)

T(n+ly+3/2)T(n+1x+3/2) (4.5.10)
NIT (N+ly+1x+2)

3
X [Snn’ (n+|y+ E) —Sn(n/+1>n:|

AU
12l

BOL — NK/y Nll(xly

Nous sommes confrontés a cette différence dans le calcul analytique et numé-
rique des éléments de matrice hyperangulaires.
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Be, < K'IL'S]sinoYy, () [KledyLS >
< 10110[sinciYy,, () [00000 > | 0.707107 —0.199471
< 10110|sinciYy,, () [20000 > | —0.353553 9.97356E — 02
< 30110|sinciYy,, (¥) [20000 > | 0.612372 —0.172747
< 11011[sinoYyy (9) [21111 > | 0.612372 9.97356E — 02
< 31011]sinaY, () [21111 > | —0.353553 —5.75824E — 02
< 31211[sinoY, (§) [21111 > | 0.707107 8.14338E — 02
< 31221]sinoY, (§) [21111 > | 0.707107 —0.141047
< 30110[sinaYay, () [40000 > | —0.408248 0.115165
< 50110[sinoYa, () [40000 > | 0.577350 —0.162867
< 31011]sinoYy, (9) [41111 > | 0.577350 9.40316E — 02
< 51011[sinaYy, () [41111 > | —0.408248 —6.64904E — 02
< 31211[sinYy, () [41111 > | —0.288675 —3.32452E — 02
< 51211[sinoYy (9) [41111 > | 0.645497 7.43385E — 02
< 31221[sinoYy, () [41111 > | —0.288675 5.75824E — 02
< 51221[sinoY, (9) [41111 > | 0.645497 —0.128758

TAB. 4.1 — Valeurs numériques obtenues pour B, et pour la partie hyperangulaire
de quelques éléments de matrice utiles

4.6 Calcul numérique

Il est tout d’abord important de préciser que, dans toute la partie numérique de
ce travail de fin d’étude, notre optique a été de développer chaque étape isolément.
En ce qui concerne les éléments de matrice décrits dans ce chapitre, nous avons
donc commencé par modéliser By,.

Nous choisissons d’utiliser I’expression (4.4.8) et non pas sur les deux expres-
sions simplifiées (4.4.9) et (4.4.10). Ce choix est purement arbitraire. Nous avons
tenu compte de la symétrie de B, pour éviter de numériser deux fois le méme type
de développement ((4.4.8) et (4.4.11)). Dans le cas ou k, = Iy — 1, nous échangeons
donc les valeurs de Iy et Iy, et de n’ et n. Le calcul est ensuite exactement le méme.

Nous modélisons, ensuite, toute la partie hyperangulaire de I’élément de ma-
trice. L’équation sur laquelle nous nous basons est I’équation (4.2.4). Comme les
régles de sélection ont été déduites du calcul qui mene a cette expression, nous en
tenons compte déja a ce stade.

Dans la table (4.1), nous donnons les valeurs numériques obtenues pour quel-
ques éléments de matrice utiles. Nous nous servirons, en effet, de ces valeurs pour
le calcul analytique de I’amplitude de transition.

Comme nous I’avons vu, le signe de B(a) est négatif quand n=r+1. Le
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changement de signe entre By, et < K'IJI{L’S|sinoYy, (¥) |KixlyLS> est di au fac-
teur (_)L-'rlx-‘rly-‘rl.
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Chapitre 5

L’amplitude de transition pour
des noyaux a halo de deux
neutrons

5.1 Définition générale de I’amplitude de transition

La réaction que nous étudions dans ce travail est la dissociation coulombienne.
La section efficace pour cette réaction peut s’écrire de la maniere suivante [7] :

do(E1) Ngi(E¥) 16n° dB(E1)
dE.  hc 9 dE
E* = Eyg + E est I’énergie d’excitation, Ey I’énergie de liaison et E I’énergie du

continu. dB(E1) /dE est I’amplitude de transition et N=; (E*) le spectre de neu-
trons virtuel [15, 16].

(5.1.1)

Sachant que nous travaillerons avec des noyaux borroméens, nous considérons
le cas ou I’état initial est le seul état lié du systeme. Pour I’état final, nous tenons
compte de tous les états finaux possibles appartenant au continu.

Dans le but de pouvoir obtenir I’expression de la section efficace de réac-

tion (équation (5.1.1)), nous devons tout d’abord calculer I’amplitude de transition

dB(EL) 4rappa . .
éE L d apres son expression générale [7].

dB(E1) 1

dE~ 2j+1 %’HZ—Z’LOJ

/deKfM§1>|i;JiMi>(26(Ef—E) (5.12)

dt¢ est I’élément d’espace des phases pour I’état final et l\/lfll) est I’opérateur mul-
tipolaire électrique décrit & la section 4.1. |i >, |f > sont I’état initial et I’état final
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dans le systétme du centre de masse qui sont tous deux normalisés de la maniere

suivante :
(iliy =1 (5.1.3)

(FIf") =8 (ts — ) (5.1.4)

Dans le cas d’un état final discret, comme celui que nous étudions, plutdt que
continu, la notation [ dt; implique I’inclusion d’une sommation sur les nombres
quantiques décrivant I’état final.

En tenant compte du fait que pour I’état lié du systéeme J =0, et M; = 0, que
les éléments de matrice (4.2.1) sont indépendants de p et que [7]

3
/drf _4 (%) 2/ E2dE (5.1.5)
Ky

I’équation 5.1.2 s’écrit :

dB(E1)
dE

=3x 4( ) /E2‘<\PJ/M/|MU [Woo >‘ dEd(Ef —E) (5.1.6)

Dans cette expression, nous avons repris les notations du paragraphe (4.1.2) pour
les états initial et final.

Considérons a présent la définition de I’opérateur multipolaire électrique (4.1.4)
et I’équation (4.2.1). Nous pouvons isoler les parties hyperradiale et hyperangu-
laire. L’équation (5.1.6) devient

dB(E1) 3
dE _12<ﬁz> GO (A Z) < ZEf
x| <Xy (P)P*Iplxiy (P) P 5/2>
0, ot T
x < [Tt (@ @68 [sinocru(§)] [Ty, (@) 00g >

(5.1.7)

L’expression compléte de la partie hyperangulaire est donnée par les équations
(4.2.4) et (4.4.8) et celle de la partie hyperradiale sera développée dans la suite de
ce chapitre.

5.2 Approximations pour I’état initial

Nous rappelons ici que le but de ce travail est de comparer les résultats obtenus
pour I’amplitude de transition (5.1.7) sur base de deux approximations qui portent
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principalement sur I’expression de la partie hyperradiale de la fonction d’onde ini-
tiale.

La premieére est décrite dans I’article [7] et méne a un calcul analytique de I’am-
plitude de transition. Dans un premier temps, nous reproduisons ce calcul. L’avan-
tage d’un calcul analytique est sa simplicité. Nous pouvons donc nous baser sur la
méme démarche de calcul, mais en remplacant cette fois la partie hyperradiale de
la fonction d’onde initiale par une fonction plus réaliste, pour calculer I’amplitude
de transition sur base d’une autre approximation. C’est ce que nous faisons dans
un second temps.

Dans cette section, nous discutons les différentes approximations faites pour
Iétat initial du noyau. En toute généralité, celui-ci est donné par I’équation (3.3.1).
Nous discutons d’abord les approximations faites sur la partie hyperradiale et en-
suite, de maniére plus générale, sur les fonctions d’onde partielles utilisées dans
I’expression (3.3.1).

5.2.1 Fonctions hyperradiales

Nous cherchons a modéliser les fonctions hyperradiales )@’(Y(p) solutions de
I’équation (2.2.6).

Une premiére optique [7, 12] est de trouver des fonctions )&Y(p) telles que
le calcul analytique de I’élément de matrice hyperradial A, (4.2.5) soit aisé et
donc aussi celui de I’amplitude de transition. Nous allons modeliser )ﬁ]q(P) de
maniére a respecter un maximum le comportement a I’origine et le comportement
asymptotique de I’état lié déterminé au chapitre 3 (équations (3.1.2) et (3.2.6)).

Nous appellerons désormais cette facon d’évaluer I’amplitude de transition le
modele de C. Forssén et al. et nous noterons les fonctions hyperradiales associées
xF (P)-

Etant donné que les fonctions hyperradiales 7G]<v(p) devraient se comporter si-
milairement pour p suffisament grand et que c’est la région qui nous intéresse, la

premiere approximation que nous faisons est d’utiliser la méme fonction hyperra-
diale pour tous les termes de I’équation (3.3.1) [7, 12].

Sachant que le comportement asymptotique des fonctions hyperradiales pour
I’état lié est donné par I’équation (3.2.6), une premiere possibilité pour notre mo-
délisation serait la fonction hyperradiale normalisée suivante :

1 (p) = v/2x0e 0P (5.2.1)
2
ou g est lié a I’énergie de liaison via Ey = % (Eo = 0.98 MeV pour I'®He et

0.295 MeV pour le 1Li). Cette fonction surestime le comportement pour les petites
valeurs de p (3.1.2) mais le comportement a I’infini est bien modélisé.
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Fic. 5.1 — Comparaison entre les fonctions hyperradiales x(Fl) (p) (équation

(5.2.1)) et x'?) (p) (équation (5.2.2)) pour I He et le 1L i

Pour résoudre ce probléme, nous allons additionner un terme de la méme forme
exponentielle qui permet de reproduire simultanément le comportement a I’infini
et celui en zéro. La fonction 5.2.1 devient :

1 (p) = c[e P —eP) (5.2.2)

2KoK1 (Ko+K1)

ouc=
(ko—t1)?

Le fait d’imposer que k; > Ko assure que le deuxieme terme décroit plus vite
que le premier et donc que le comportement a I’infini est préservé. Les valeurs de
Ko et k1 adoptées pour I’®He et le ™ Li seront données dans la suite (table 6.1).

Sur la figure 5.1, les fonctions X(Fl) (p) (Bquation (5.2.1)) et X(FZ) (p) (équa-
tion (5.2.2)) sont représentés pour 1®He et le *Li en fonction de I’hyperrayon
p. Si nous regardons les courbes représentant les deux fonctions pour un des deux
noyaux, I’®He par exemple, nous constatons bien que leur comportement asympto-
tique est semblable tandis que leur comportement pour p < 10 fmest trés différent.
Pour x(Fl) (p), la courbe ne s’annule pas a I’origine et est décroissante tandis que

pour X(FZ) (p), elle part de zéro et croit jusqu’a un maximum qui se trouve entre 0 et
10 fm. Ce deuxiéme comportement est plus proche de celui attendu (3.1.2).

Nous avons également représenté sur cette figure les fonctions X<F1) (p)et X(FZ) (p)

dans le cas du Li. Cela nous permet de voir I’influence des paramétres 1 et i,
qui différent d’un noyau a I’autre, sur ces fonctions.
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En tenant compte du fait que nous pouvons utiliser la méme fonction hyperra-
diale pour tous les termes de I’équation (3.3.1) ainsi que des deux modélisations
possibles (5.2.1) et (5.2.2), I’expression de la fonction d’onde totale devient :

_ Iyl
W = p- 22 () [FKKML (Q) ®OS]JM (5.2.3)
Ky

Les différentes fonctions d’onde partielles n’ont pas le méme poids dans le dé-
veloppement de la fonction d’onde totale (5.2.3). Nous justifierons dans la section
suivante cette affirmation pour des cas ou le nombre de fonctions d’onde partielles
est limité. Nous allons donc pondérer les différentes contributions de la maniére
suivante :

_ Il
W = p 52412 (0) S iy [FKEML (@)®6s| (5.2.4)
Ky

ol YxsWks = 1.

De maniére a garder la notation générale de I’équation (3.3.1) et & pouvoir
confronter cette premiére approche avec la deuxiéme que nous développons tout
de suite apres, nous posons

Wiy (P) = XF (p) = Wiy (p) (5.2.5)

Notons que ces fonctions ne sont plus indépendantes de la fonction d’onde partielle
a laquelle elles se rapportent. La mise en évidence dans I’équation 5.2.3 n’est donc
plus valable.

Une deuxiéme approche [6] est d’utiliser les fonctions hyperradiales plus réa-
listes qu(P) qui sont les solutions exactes du systéme d’équations différentielles
(2.2.6) [12]. Dans ce cas, deux types de potentiel sont considérés, un potentiel
o — n et un potentiel n—n. Ces potentiels décrivent donc les intaractions exis-
tant entre les différentes particules du systeme de trois corps. Nous appelerons ces
fonctions xr(p). Elles ne sont pas non plus indépendantes de la fonction d’onde
partielle a laquelle elles se rapportent.

A la figure 5.2, nous avons comparé les fonctions yz(p) au fonctions ¥2 (p)
pour I”®He et pour certaines valeurs de K et y. Nous avons choisit 2 (p) pour cette
comparaison car c’est la fonction yg (p) qui est la plus réaliste. Dans ce cas, y=0
signifie que les quatre nombres quantiques L, S k et |y sont nuls et y= 1, qu’ils sont
tous égals a 1. Nous commenterons ces résultats aux vus de la section suivante.

5.2.2 Fonctions d’onde partielles

D’aprés [7] et [12], nous réduisons le développement (3.3.1) aux termes cor-
respondant aux configurations les plus probables du systéme a trois corps. Les
termes dominants de la fonction d’onde correspondent généralement aux valeurs
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F1G. 5.2 — Comparaison des fonctions 2 (p) et xr (p) pour I’®He et pour Kiyax = 2.

de K possibles les plus basses qui sont autorisées par le principe de Pauli. En effet,
les valeurs de K plus élevées donnent une petite contribution a la fonction d’onde
totale & cause de I’effet de la barriére centrifuge.

Dans le calcul analytique de C. Forssén et al., nous ne considérerons que les
valeurs de K égales & 0 et 2 aussi bien pour ®He que pour *Li. Les valeurs 1 et 3
ainsi que le triplet (011) sont exclues si on tient compte du fait que n= (K —k —
ly)/2 est entier et que Iy = Iy (principe d’antisymétrisation). Dans un calcul plus
réaliste tel que celui effectué dans le cadre de I’article [6], nous allons jusqu’a des
valeurs plus élevées de Kiax mais le nombre de termes reste limité (Kpax=24).

Dans le cas analytique, I’équation (3.3.1) devient donc :
P2 am == [0 (P) T000 (€2) + X30 (P) T200 (€2)]600
+51 (P) [T51 () ® 61]3-0

Les fonctions XJKY(P) font référence soit aux ygr (p) déterminées dans I’article [6],
xF (p), soit a celles définies par I’équation (5.2.4), x1 (p), suivant I’approche choi-
sie.

(5.2.6)

Puisque le nombre de K dans le cas analytique est tres limité, nous pouvons
choisir des valeurs pour les coefficients de pondération (équation (5.2.4)) et justi-
fier ce choix.

Pour I’®He [7], il faut tenir compte du fait que les nucléons remplissent des
couches en respectant le principe d’exclusion de Pauli. L’interaction oo — n est donc
répulsive dans les états s et attractive dans les états p. A cause de cela la contri-
bution de la composante K = 0 est faible et la premiére valeur de K qui n’est pas

30



exclue par le principe de Pauli est K = 2. La contribution de K = 2 a la fonction
d’onde est composée de deux termes (S= 0 ou 1). Le terme avec S= 0 a un poids
prédominant parce que I’attraction n— n est décrite par une onde s.

Revenons sur le commentaire de la figure 5.2. Nous avons représenté les fonc-
tions hyperradiales des différents termes décrits aux paragraphe précédent. Nous
constatons qu’il existe un noeud pour la courbe % (p), K,y = 0 mais pas pour son
homologue pour ;1 (p). Nous avons aussi des signes différents entre les différentes
courbes ayant les méme nombres quantiques. Mais, malgré ces différences, I’en-
semble des trois courbes correspondant & chacune des approximations x’(Y(p) est
normé et les contributions des différentes composantes (K,y= 0,0, K,y=2,0 et
K,y = 2,2) sont semblables.

Dans le cas du **Li [12], les valeurs 0 et 2 correspondent respectivement aux
configurations (31/2)2 et (pl/z)z pour les neutrons de valence. La premiére fonc-
. s . , 2 .
tion d’onde considérée est un état purement (sl/z) , les deux suivantes corres-
. ) . , 2 2
pondent a un mélange homogeéne des états (s, ) et (py/2)”.

5.3 Calcul analytique de I’'amplitude de transition

L’expression générale de I’amplitude de transition (5.1.7) peut étre développée
analytiquement en utilisant la premiére approche faite a la section précédents pour
I’état initial, c’est a dire en utilisant xe= (p) comme fonction hyperradiale, et I’état
libre (3.3.9) comme état final. Nous considérons tout d’abord 5& (p) qui est la
fonction e (p) la plus réaliste. L’état initial est donc modélisé par I’équation

~ (2
p*2¥m 2% (p)
x { [VWooT 800 (€2) + v/WaoT 00 (€2)] 800 + /War [T51 () 61 J(O} )
5.3.1
Dans ce cadre, I’élément de matrice qui intervient dans I’expression (5.1.7) s’écrit :

12 (p)

po/2

Y k2 (Kp) [y 1)
< Po M o > =< 2EEE [Tty (@ w6s] M)

x [ [v/WooT 990 (€2) + /WaoT 900 (€2)]600
+ W1 [T31 (Q) ®01]3-0] >

(5.3.2)

dans lequel Xf) est donné par I’équation (5.2.2) et la définition de I’opérateur
multipolaire électrique par (4.1.4).

Le calcul analytique complet de I’amplitude de transition est fait dans I’annexe
(C) en tenant compte des propriétés des fonctions de Bessel [17] et des éléments

31



de matrice hyperangulaires calculés a la section 4.6. Le résultat final de ce calcul
est : N
dB(E1) _ S S
£ = 2DC’E ; (—1)
(5.3.3)
. R () Fu(yj) + 02 () P (y))

(B +E) (Ej + E)™*

avec

1 /315\?
o = é <W> (1+3W00—|—4\/WO0W20) (534)
3 /9009 2
0 =2 <W> (W0 + Wa1) (5.3.5)

Dans cette équation, E = (x)? /2my et Eg; = (ko1)® /2my. Les constantes
Ko, k1 et ¢ sont définies & la section (5.2.1) et la constante D est définie de la
maniere suivante [7] :

3/2
Les quantites yp 1 valent
Yi = %E (5.3.7)
et, finalement,
Fi(yi)=F (%; %:4;yi> (5.3.8)
et
Fa(yi) = iF <§;£;6;yi) (5.3.9)

F (o, B,7,2) est la fonction hypergéométrique ;.

Dans le cas ou la partie hyperradiale de I’état initial est modélisée par la fonc-
tion % (p) (équation (5.2.1)) plutdt que par ¢ (p) (équation (5.2.2)), nous devons
remplacer ¢ par 2y eti et j par 0 dans I’expression (5.3.3) pour obtenir le résultat
correct.

Dans I’article [12], une expression de I’amplitude de transition a été dévelop-
pée de maniére similaire mais pour un état initial auquel nous avons rajouté une
composante (K = 4) par rapport a (5.3.1).

dB(ED) _ jops N (-1
& B e (B LB (5310)
x [0 Fa (i) Fa (yj) + 02F2 (Vi) F2 () + asFs (V) F ()]
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avec

1 /315\?
01 =7 (W) (4Woo +Wa0 + Wa1 + 4+/WooWao)

9009\ 2 4 4
op =3 <7> <W20 + Wy + §W4o + §\/W20W40>
3 /364652
=g\ T ) Mo

Fs (i) = Y?F (1749;%;8;%)

Les autres variables ont déja été définies plus haut.

et
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Chapitre 6

Résultats numérigues pour
I’amplitude de transition

6.1 Fonctions hyperradiales simplifiées xg (p)

Dans un premier temps, nous avons calculé numériquement les expressions
analytiques de I’amplitude de transition % (modéle analytique de C. Forssén
et al.) calculées a la section 5.3. Le but de ce calcul est d’avoir des valeurs de
référence pour vérifier I’exactitude des autres calculs numériques, plus complexes,

que nous commenterons dans la suite de ce chapitre.

Les expressions utilisées pour ce calcul sont I’équation (5.3.3) pour 1°He et
Iéquation (5.3.10) pour le **Li.

Ces expressions sont calculées pour différentes fonctions d’onde obtenues a
I’aide des fonctions hyperraddiales = (p) décrites a la section 5.2. Dans les tables
6.1 et 6.2, nous avons synthétisé les valeurs des différents paramétres qui inter-
viennent dans leurs expressions.

Notons que pour les deux fonctions yt (p), nous avons utilisé I’approxima-
tion (5.2.1) mais que dans tous les autres cas il s’agit de I’approximation (5.2.2).
Les paramétres qui différencient les différentes fonctions 32 (p) sont les poids des

Woo | Wao | W21 Ko K1
£ CHe) 0 1 0 | 0.21746 -
xt (*Heset1) | 0 1 0 | 0.21746 | 0.5370
x¢ (*He set 2) [ 0.05 [ 0.80 | 0.15 | 0.21746 | 0.5370

TAB. 6.1 — Valeurs des différents paramétres qui interviennent dans les différentes
expressions de la fonction hyperradiale = (p) pour I’He [7]
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Woo W20 W21 W0 Ko K1
xe (MLi) 1 0 0 0 01193 | =
xE(Mlisstl) [ 1 0 0 0 | 01193 | 0.3173
w2 (Pl st 2) | V172 | —/1/6 1/3 | 0 |0.1193 | 0.3173
x2 (MLiset3) | 1/2] /1/6 | —/1/3] 0 [0.1193 [ 0.3173

TAB. 6.2 — Valeurs des différents parametres qui interviennent dans les différentes
expressions de la fonction hyperradiale y= (p) pour le 1Li [12]

2,50E-01
2 2,00E-01 11
: il iattuIg
): ' 11114 —X(1F)
£ 1,50E-01 A L
3 ’| | ——— X(2F) set 1
L l 1 X(2F) set 2
S 1,00E-01 .
= o — | exp
o )
@ 500E-02 1/
o y

0,00E+00 /A

0 1 2 3 4 5 6
E (MeV)

F1G. 6.1 — Comparaison de I’amplitude de transition dBCgEl) calculée sur base de

x+ (°He), x2 (°He, set 1) et x2 (°He, set 2) avec les données expérimentales de
T. Aumann et al. [18].

fonctions d’onde partielles. Nous les distinguons entre elles par le numéro de leur
'set’.
A lafigure 6.1, nous avons comparé les différents résultats numériques du mo-

dele de C. Forssén et al. pour I’°He avec les données expérimentales de T. Aumann
et al. disponibles dans [18] afin d’estimer la validité du modele .

Nous constatons tout d’abord que la forme du spectre expérimental est bien
reproduite par ce modeéle, surtout dans le cas ou nous utilisons la version la plus
compléte de la fonction d’onde (6He, set 2). Nous constatons également que
le maximum de la courbe se trouve a énergie plus basse pour )¢ (6He, set 2) que
pour 2 (GHe, set 1). Ce phénoméne s’explique sans doute par le fait que I’on
ajoute la contribution de I’état intial caractérisé par K = 0 pour )% (6He, set 2).

Pour les noyaux & halo, seules les valeurs de p relativement importantes contri-

35



2,50E+01

—X(R) K'=1K=0S=0

2,00E+01 ]
T —— X(2F) K'=1 K=0 S=0
] 1,50E+01 X(R) K'=1 K=2 S=0 |
@ —— X(2F) K'=1 K=2 S=0
S 1,00E+01
>
<
T 5,00E+00
s
2 0,00E+00 | r—
IS 10 30 40 50
-5,00E+00 ~—
-1,00E+01
rho (fm)

FIG. 6.2 — Comparaison entre les intégrands de I’intégrale hyperradiale (6.1.1)
2
pour % (p) et xr (p), E = 1.

buent significativement a I’amplitude de transition. La figure 6.2, qui donne les
valeurs des intégrands de I’intégrale hyperradiale (6.1.1) entre autres pour ){9 (p)
en fonction de p, montre que cette caractéristique est bien modélisée par cette ap-
proximation de I’état initial.

Iz (kp) X (P)
< 2 IPl= 5 > =¥
(xp) Y (6.1.1)

3

x /Om Jcv2 () xiky () (p) 2 dp

ol z=xp.

Si I’ordre de grandeur de la section efficace de réaction augmente largement
quand nous remplacons x& (°He) par xZ (*He, set 1), la dépendance en énergie,
elle, change trés peu. Nous savons, en effet, que pour les valeurs de p qui nous
intéressent, seul le premier terme de (5.2.2) est non négligeable et nous obtenons
donc la méme dépendance en énergie pour (5.2.2) que pour (5.2.1).

Aux énergies plus hautes, la fonction d’onde 32 (°He, set 1) méne a une am-
plitude de transition qui décroit plus rapidement que pour ¢ (GHe). Cela est sans
aucun doute dd au fait que la partie interne de la fonction hyperradiale, dans le cas
d’un modeéle a deux paramétres, contribue plus au résultat pour des énergies plus
importantes, et que, de ce fait, les éléments de matrice hyperradiaux A, (4.2.4)
décroissent plus rapidement que pour la fonction a un parametre. L’étude de I’inté-
grand de I’intégrale hyperradiale A, (6.1.1) en fonction de I’énergie E et de I’hy-
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X (1/sqrt(fm))
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rho (fm ™ _
(fm) E=05  E (Mev)

FiG. 6.3 - Intégrand de I’intégrale hyperradiale A, (6.1.1) en fonction de I’énergie
E et de I’hyperrayon p pour %2 (p).

perrayon p est faite a la figure 6.3 pour XI(ZZ) (p).

Comparons, a présent, les ordres de grandeur des amplitudes de transition cal-
culées. Nous constatons directement que I’approximation & (6He) de I’état ini-
tial méne a une amplitude de transition trés basse (figure 6.1). L’ordre de gran-
deur est nettement plus proche de celui obtenu expérimentalement quand nous
remplagons xt (°He) par x2 (°*He, set 1) et ce résultat s’améliore encore pour
x& (*He, st 2).

Pour expliquer ce phénomeéne, nous sommons I’amplitude de transition dBCgEl)

5.1.2 sur tous les états finaux. Nous obtenons [7] :

/0 dBd(sl)dE = %zge2 (ré) (6.1.2)
ou rc est la distance entre le coeur et le centre de masse de tout le systéme et
Z la charge du coeur. Notons que cette somme préserve strictement sa valeur si
nous remplagons les états finaux réels par un ensemble complet d’états finaux sans
interaction. Dans le modele de C. Forssén et al., I’amplitude de transition intégrée
est donc déterminée par la valeur de .

Nous pouvons, a présent, expliquer les différences entre les ordres de grandeur
pour I’amplitude de transition. Pour y& (6He), toutes les tailles du systéme sont
sous-estimées simultanément (la distance entre le coeur et le centre de masse du
systeme r¢, I’hyperrayon pyms,...) €t il est donc naturel que ce modéle mene a une
amplitude de transition basse. Pour la deuxiéme fonction d’onde 7¢ (6He, set 1),
le rayon de matiere Ry est bien estimé mais r. est légérement sous-estimé. Et
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l'e
xt (°He) 0.67
xz (°He, set 1) | 1.10
xé (*He set2) | 1.20
Valeur attendue | 1.1977

TAB. 6.3 — Estimations de la distance entre le coeur et le centre de masse de tout
le systéme r¢ pour les différentes fonctions d’onde v de I’®He

1,60E+00
1,40E+00
S 1,20E+00 "
S 1,00E+00 / — —X(1F)
£ 800E-01 —X(2F) set 1
= 6,00E-01 / / = X(2F) set 2
o, l/
T 4,00E-01
2,00E-01 #
0,00E+00 ‘

0 10 20 30 40 50 60 70
E (MeV)

FIG. 6.4 — Amplitudes de transition intégrées sur E pour I®He.

finalement, pour %2 (6He, set 2), le fait de considérer deux termes en plus (les
valeurs des poids sont différentes) fait que les proportions géométriques de I’état
sont légérement différentes ce qui méne a des valeurs de r; plus élevées.

Les valeurs de r¢ pour les différents fonctions d’onde ainsi que la valeur atten-
due d’apreés [2] sont données dans la table 6.3.

La figure 6.4 confirme le fait que I’amplitude de transition intégrée converge
pour des valeurs de I’énergie élevées.

En accord avec toute la discussion qui précéde, I’effet principal du passage de
la fonction x¢ (°He) a un parameétre (5.2.1) a y2 (°*He, set 1) a deux parameétre
(5.2.2) dans le domaine d’énergie qui nous intéresse est de multiplier I’amplitude
de transition par un facteur @/ (2xo) = 4.

La figure 6.5 donne les valeurs numériques de I’amplitude de transition pour
le 1Li calculées a I’aide des fonctions résumées dans la table (4.1.2) ainsi que
les valeurs expérimentales provenant des articles [19] et [20]. Le probléme pour le
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FiG. 6.5 — Comparaison de I’amplitude de transition % calculée sur base de

Xk (1L0), %2 (MLi, set 1), %2 (ML, set 2) et 2 (ML, set 3) avec celle expéri-
mentale (—--— [19] et - - -- [20]).

1| j est que les données expérimentales données par différents auteurs [19, 20, 21]
se contredisent et qu’il est donc difficile de faire le méme type d’analyse que pour
I’6He dont la structure est actuellement plus connue. 1l y a, cependant, un bon
accord entre les différents ensembles de données quant & la position du maximum
de I’amplitude de transition.

Comme ce a quoi nous nous attendions au vu des données expérimentales
[19, 20, 21], les positions des pics pour les quatre fonctions d’onde initiales se
situent entre 0.5 et 0.7 MeV. Une discussion similaire & celle concernant I®He
peut étre faite concernant leurs positions relatives. Nous constatons en effet que les
énergies correspondant a & (!Li) et %2 (*'Li, set 1) sont plus petites que celles
correspondant a x2 (!Li, set 2) et x2 (*Li, set 3) et que les deux premiéres fonc-
tions d’onde ne tiennent pas compte des termes caractériseés par K = 2. Mais vu
que, dans ce domaine d’énergie, I’état final dominant est celui pour lequel K = 1,
la différence de structure des différentes fonctions d’onde a peu d’importance et
I’écart d’énergie entre les différents maxima reste faible.

Une autre caractéristique importante a relever est la différence d’ordre de gran-
deur entre les amplitudes de transition pour jZ (YL, set 2) et 2 (*Li, set 3).

L’explication doit étre que la différence de signe entre les composantes <§/2> et

<p§/z) des deux fonctions d’onde mene a un changement de géomeétrie interne du

systéme ce qui prouve que les signes des différents composantes de la fonction
d’onde ont autant d’importance que leur poids.
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l'e
xk (F1Li) 0.60
x& (*Li, set 1) [ 0.95
x& (*'Li, set 2) | 0.80
x& ('L, set 3) | 1.08

TAB. 6.4 — Estimations de la distance entre le coeur et le centre de masse de tout
le systéme rc pour les différentes fonctions d’onde ye de I’*1Li

3,00E+00

2,50E+00

2,00E+00 / E—
1,50E+00 = X(2F) setl

B(E1) (e¥fm2MeV)

— X(2F) set2
1,00E+00 - /’_/ e X(2F) set3
S,OOE-Ol V
0,00E+00 -

0 5 10 15 20 25 30
E (MeV)

F1G. 6.6 — Amplitudes de transition intégrées sur E pour I"1Li.

Une discussion similaire a celle faite dans le cas de 1®He peut étre faite concer-
nant le rapport entre les différents ordres de grandeurs et les valeurs de la distance
entre le coeur et le centre de masse de tout le systeme r.. Ces valeurs sont résumées
dans la table 6.4. Nous avons représenté les amplitudes de transition intégrées a la
figure 6.6.

6.2 Fonctions hyperradiales réalistes yr(p)

Nous cherchons a comparer les résultats numériques du calcul de I’amplitude
de transition soit sur base des fonctions hyperradiales réalistes % (p) solutions du
systeme d’équations différentielles (2.2.6) [6] soit sur base des fonctions % (p) qui
sont définies par C. Forssén et al. (équation (5.2.4)). Pour le calcul de ces fonctions
hyperradiales plus réalistes, nous n’avons pas négligé le potentiel comme c’était le
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dB(E1)/dE(e2fm?/MeV)
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U
| j’/
0,00E+00 +£ T \ \
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F1G. 6.7 — Amplitude de transition de I°He pour X(FZ) (p) et xr(p) dans le cas ou
Kmex = 2 et pour xr(p) dans le cas ou Kax = 8.

cas pour les fonctions xg (p). Nous avons tenu compte d’un potentiel n—net d’un
potentiel o — n.

Dans le but de cette comparaison, nous nous basons sur I’équation (4.2.4) dans
laquelle I’élément de matrice hyperangulaire B, est donné par (4.4.8) et I’intégrale
hyperradiale A, (6.1.1) est effectuée numériquement. Cette équation a I’avantage
d’étre laméme que les fonctions hyperradiales )QJ(Y (p) soient modélisées par xg (p)
ou xr(p). Nous savons, en effet, que I’intégrale sur p de A, ne peut se faire analyti-
quement que pour les fonctions hyperradiales simplifiées 3= (p) (équation (C.0.6)).

Nous choisissons de comparer tous les résultats sur base de 32 (p) qui est la
fonction hyperradiale simplifiée qui meéne a I’amplitude de transition la plus réa-
liste. Les fonctions y2 (p) et xr(p) ont déja été comparées a la figure 5.2. Nous
nous référons a la section 5.2 pour les commentaires faits a ce propos.

La figure 6.7 montre les résultats obtenus pour I’amplitude de transition de
I’He pour X(FZ) (p) et xr(p) dans le cas ou Kmyax = 2, et pour xr(p) dans le cas ou

Pour Kmax = 2, nous obtenons une différence significative entre les deux en-
sembles de résultats. Le facteur 102 par lequel sont multipliés les résultats obte-
nus avec xr(p) par rapport a ceux obtenus avec XJ(:Z) (p) peut s’expliquer a I’aide

des graphiques 6.2 et 6.8.

Sur le premier, nous voyons en effet que la contribution principale a I’inté-
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K[S| Neg

xt (°*He, set2) | 0 | 0 | 0.3005
x& (*He, set2) | 2 [ 0| 1.1996
x& (*He set2) | 2 [ 1]0.5184
xr (*He) 0 | 0] 0.0649
xr (*He) 2 |1 0]0.1599
xr (*He) 2 | 1]0.0466

TAB. 6.5 — Valeurs de la constante multiplicative Nr gy pour les différentes fonc-
tions hyperradiales

grale hyperradiale provient de qu(p) calculée pour des hyperrayons relativement
importants (de I’ordre de 5 a 30 fm).

Sur le deuxiéme nous constatons que, pour ces valeurs de p, les courbes loga-

rithmiques des fonctions hyperradiales X(FZ) (p) et xr(p) sont paralleles. Nous en
déduisons que la dépendance en p est la méme pour les deux types de fonctions
hyperradiales dans ce domaine de valeurs de p.

X(FR) — N(F,R) e P (6.2.1)

Nous avons calculé les différentes constantes N= et Ng afin de justifier le facteur
102 entre les deux types de résultats. Ils sont donnés dans la table 6.5. Le rapport
entre les coefficients des fonctions hyperradiales de mémes nombres quantiques
xr/xE est plus ou moins égale a 107, Vu que nous tenons compte du carré de
la norme des éléments de matrice dans I’expression de I’amplitude de transition

“BQE“ (5.1.2), le facteur 102 est confirmé.

Le fait de considérer les contributions des éléments de matrice jusque Kyax =8
augmente I’amplitude de transition obtenue sans toutefois changer son ordre de
grandeur. Contrairement aux résultats obtenus sur base de )¢ (°He, set 2), nous
n’obtenons pas un bon accord avec I’expérience.

6.3 Numérisation de I’'intégrale hyperraddiale

Nous modélisons I’intégrale hyperraddiale par I’une des méthodes qui permet
d’approcher une intégrale définie. Nous choisissons la méthode des rectangles.
Nous devons donc choisir un certain pas et une valeur de I’hyperrayon maximum
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—£ X(@F), k=2, 5=1
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1,00E-06

1,00E-07

1,00E-08

rho (fm)

FiG. 6.8 — Graphique logarithmique de 2 (*He, set 2) et xr(p) pour les diffé-
rentes valeurs de K; et S.

afin d’estimer correctement I’intégrale sans avoir un calcul trop codteux.
b b—ag
/ Fdx= 23 f(x) (6.3.1)
a n =

ou (b—a) /n est défini comme étant le pas.

L’erreur commise en remplacant I’aire sous la courbe f (x) par I’aire des rec-
tangles est inférieure a I’aire d’un rectangle de hauteur |f (a) — f (b)| et de largeur
b —a/n. Afin minimiser cette erreur tout en limitant le nombre de terme de la
somme (6.3.1), nous optons pour un pas de 0.05.

Nous devons a présent étudier I’erreur commise en passant d’une intégrale in-
définie a une intégrale définie. L’erreur commise est I’aire sous la courbe représen-
tant f (x) entre bet I’e.

erreur = /: f (x) dx (6.3.2)

Sur les graphes 6.2 et 6.9, nous avons représenté I’intégrand et I’intégrale hy-
perradiale en fonction de I’hyperrayon pour 5@ (GHe, set 2) et xr(p) et pour dif-
férentes valeurs de K’,K et S Nous constatons que I’intégrand tend vers zéro assez
rapidement et que donc I’intégrale hyperradiale converge avant que p n’atteigne
50 fm. Nous prenons donc pmax = 50 fm. Cette valeur est confirmée par le peu
de différence entre les valeurs obtenues pour I’amplitude de transition pour diffé-
rentes valeurs de pmax. A titre indicatif, quand nous passons de ppax =50 fma
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5,00E+03 | /—_
Q
8 4,00E+03
3 /
= 300E+03 =X(R) K'=1 K=0 S=0
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>
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c
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-2,00E+03
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FiG. 6.9 — Intégrale hyperradiale en fonction de sa borne supérieure p pour
x2 (*He, set 2) et xr(p) et pour différentes valeurs de K/ K et S E = 1.

pmax = 100 fm, la différence maximum entre les deux courbes est de 5 107 pour
I’He et de 2 1072 pour le 11Li.
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Chapitre 7

Conclusions

La dissociation coulombienne est une des réactions qui permet de mieux con-
naitre la structure et les caractéristiques des noyaux a halo. Dans le cadre de I’étude
de cette réaction, nous nous sommes focalisés sur une des données qui permet de
calculer le spectre de dissociation coulombienne, I’amplitude de transition dBcgEl)
(équations (5.1.1) et (5.1.2)).

Dans un premier temps, nous avons développé une expression analytique de
I’intégrale hyperangulaire B, (4.2.6) qui intervient dans I’expression de I’ampli-
tude de transition. Pour ce calcul nous avons utilisé les propriétés des polynémes
de Jacobi [9] ainsi que leurs relations d’orthogonalité.

Nous avons, ensuite, reproduit le modéle de C. Forssén et al. pour I5He et
le 1Li [7, 12]. Cela consiste a utiliser des fonctions hyperradiales simplifiées qui
vérifient le comportement asymptotique de I’état lié, ainsi que son comportement
en zéro (équations (5.2.1) et (5.2.2)), ce qui permet de calculer analytiquement
I’amplitude de transition. Nous obtenons les mémes résultats que dans les articles
[7] et [12].

Pour I’®He, nous avons comparé cette premiére approximation a une seconde.
Nous utilisons cette fois les fonctions yg (p) solutions exactes du systéme d’équa-
tions (2.2.6) et déterminées en tenant compte des potentiels oo —n et n—n [6]. Ces
fonctions sont plus réalistes que les premieres. Cette deuxiéme approximation né-
cessite I’intégration numérique de la partie hyperradiale de I’élément de matrice
intervenant dans (5.1.2).

Dans le but de comparer les deux approximations détaillées ci-dessus, nous
avons considéré que I’état final est un systéme de trois corps sans interaction entre
eux. L’état final est donc décrit par une combinaison d’ondes planes [7].

Nous constatons que I’amplitude de transition obtenue dans les deux cas dif-
fére d’un facteur 10%. Ce qui est surprenant c’est que la premiére approximation
meéne a des résultats plus proches des résultats expérimentaux que la seconde. Cela
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peut étre d0 au fait que I’utilisation d’ondes planes pour I’état final compense I’ uti-
lisation de fonctions hyperradiales simples pour I’état initial et que dans le cas des
fonctions réalistes, les deux approximations ne se compensent plus.

Afin de confirmer ou d’infirmer cette hypothese, un calcul de I’amplitude de
transition devrait étre fait sur base d’états finaux plus réalistes, calculés selon le
méme modele que les fonctions g (p) c’est & dire en ne négligeant plus les poten-
tiels.
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Annexe A

Forme analytique des eléments de
matrice

Dans cette annexe nous nous proposons d’exposer le calcul complet de la forme
analytique de I’élément de matrice suivant :

< WM jyom >=< K'Y IM M KyIM > (A0.1)

En utilisant le théoréme de Wigner-Eckart [10]

< TIM|TEV1TIM >= (IkMglIM') < 7J||T 0[] > (A0.2)

nous obtenons
< KYIM M [KyIM > = (JIMpIM') < KYT|IMDKyd > (A.0.3)
avec M+pu=Met|J-1 <J <JI+1 J+JT+1 entier d’apres les régles de

sélection des coefficients de Clebsh-Gordan. Sachant que I’état initial est un état
J" =07, etdonc M = 0, I’état final sera caractérisé par J=1etM = .

Sachant que < Wyw| et |wam > se factorisent dans I’espace des états et I’es-

pace des spins, que Mﬁl) n’agit que dans I’espace des états, nous pouvons utiliser
un corollaire du théoreme de Wigner-Eckart [10].

i k
< TllrlzJiJéJ/’T(k) (1) 111201 d >= 011,933, (—)Jl+J?+J+

!/ /
x (23 +1)Y% (23 + 1)1 A N I IO
b oJ ok
(A.0.4)
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Notre équation devient

< KYIM M [KYIM >= (JIMI'M’) 8gg(—)- S+
J U S

x (2L’+1)1/2(2J+1)1/2{L 71

} < Iy K L IMB[1dyKL >
(A.0.5)

Utilisons a présent un deuxiéme corollaire du théoréme de Wigner-Eckart. Si
Tq(k) =0(1) ®Uék) (2) etsi |[tIM >=[tJ > ®|IM > alors

<TY[TW|1I >=< 701 [t >< I |UX (2)]19 > (A.0.6)
Connaissant la définition de < Wy |, de |wym > et de Mﬁl), nous avons
< K'YIM M KYIM >= (JIMp|IM’) Sgg(—)- 5371

!/ !/
x (2L +1)Y2 (23 + 1)1 {J - S}

L J 1 (A.0.7)
X <Xy (P) %% pluky (p) %% >
11 M
x < T (@) || (Q) T (@) >
ou Iyl Iyl Iyl
Tl (Q) = 7 (a) Yy, (X.Y) (A.0.8)
f0(Q) = eze LS’naYlu (V) (A.0.9)
A(A—Zc)
Faisons appel une deuxiéme fois a ce théoreme :
Ly L Zc
<T (Q)] Q) ||y (Qs) >=eZc AA—Z0)
11 ) M [N L~ Iy sn A
X < @y’ (o) [Sino @ (o) >< Y (%) (Y (9) [[Yow, (X9) >
(A.0.10)

Appliquons a nouveau le premier corollaire :
e oy e A . '
<Y R M9 I (R9) > = B () (210 +1) (2L + 1)

U b i o
X Iy L 1 < IyHY1l~l (y) Hly >
(A.0.11)
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Sachantque J=M =0,J =1, M’ = pet que

i _\jiti2tis
{‘.1 J2 “Z} 81,981y (A0.12)

3 J 0 j199j2]s \/(2j1+1) 20t D
B (21, +1) (2l +1)

nous obtenons finalement
< K'Y UMY |KY00 >= (010p/0p) 8gs(—)- S (2L + 1)

1 v 1 B B
X{L 0 1}6IXX( )X+Iy+L+1<X?»Ky’L’SJ’( ) Sz‘p’XxKLs] p)p 5/2>

x < W (o) [Sinal¥ (o) > (215 +1) (2L—|—1){||_l Ili// le}
y
_Z o), 2@+
wee A(A-Zc) (10,011,0) 4r (21 +1)

qui donne, apres simplifications

L’ [
< Wy M [yam > = Ssg 81,1, s (=) (2L + 1)1/2 {I Iil i‘}
y

2|y+1

x (101,0[1,/0) ABs,
(A.0.15)
ou
Ao =< iy (P) P2 Iplaky () p %% > (A.0.16)
By =< 1 (01) |Sinol|d” (1) > (A.0.17)
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Annexe B

Normalisation des Harmoniques
Hypersphériques

Les harmoniques hypersphériques s’écrivent

Iﬂllélymxmy (Q) _ N|I(XIy (COS(X)IX (S'n(x)|y Pr|1y+1/27|x+1/2 (C0520C) lemx ( )me (y)
(B.0.1)
1/2

201 (K +2) (n+ y + Iy + 1)!

C(n+l+3) T (n+ly+3)

Ixly
K =

(B.0.2)

pour K entier positif ou nul, I et Iy entiers tels que n = (K —Iy—1y) /2 soit un
entier positif ou nul, m, compris entre —Iy et Iy et m, compris entre —Iy et ly. Dans

cette équation, N:Z'y est un facteur de normalisation, Y™ I’harmonique sphérique de

moment cinétique | et de projection m, I" la fonction Gamma et Fﬁ’B le polynébme
de Jacobi de degré n et de parametre o et 3.

Sachant que
/ %) d% = 811 8nim (B.0.3)
nous avons

e I 7 )
/FK’L'M’ ) Tim, ()dQ = NK,VN y5|/|y8|/|x/ (Sino)?v 2 (Cosor) 2

X P22 (Cos2e) Y T2 (Cos2er) dio
(B.0.4)

Posons y=1ly+1/2, B = Ix+1/2 et x=Cos20., nous obtenons

||/ XI XI 1
[ T (T, (2)dQ = NN 3y, 8, [ (1= 1+

x 2~ (rB+2)pEB () PYB () dix

(B.0.5)
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Nous pouvons a présent utiliser la relation d’orthogonalité des polynémes de
Jacobi [9].

1
[ @7 @+xP2 2R g PP () dx = (B.06)

Svnhn (v, B)
ou
218+l T(n4y+ )T (n+B+1)

_ (B.0.7)
2n+y+P+1  niT(n+y+B+1)

hn (v, B)

avec o, > —1.
Nous obtenons donc

1513 Iyl Ily n gl -
/ Ty ()T, () A = NN Sy, By, (v.B) 27 07F2) (B.08)
Nous avons, a ce stade, démontré I’orthogonalité des harmoniques hypersphé-
riques. Le fait qu’elles soient normées résulte de la relation

2
(") P (e 2 1402 =1 (509)

A I’aide de la relation B.0.7, nous en déduisons que

N — (Zn! (2n+y+B+1)F(n+Y+B+1)>% (B.0.10)

Fn+y+1H)T(n+pB+1)

Cette expression est bien équivalente a B.0.2.
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Annexe C

Calcul analytique de I’amplitude
de transition

Nous calculons I’amplitude de transition 5.1.7 dans le cas ou I’état initial est
numeérisé sur base de I’équation 5.2.3 et ou I’état final est donné par 3.3.9.

dB(E1) my Ze
e~ 2(7) () pa zg 25

x| <%y (P) P 2Iplaky (P) P32 >

11! . - Il 2
x < [Tt (@ @65 [sinocysu ()| [Tk, (@) 20g (>C|O )

Dans ces conditions, I’élément de matrice qui intervient dans I’expression 5.1.7
est donné par

Hi200) s, (@) w6 gt 2 (0
(Kp)z KLM, mH p5/2

x [[v/WooT 800 (€2) + v/WaoT 300 (€2)]800 + /W [T 31 (€2) © 1] -] >
(C.0.2)
dans laquel x(? est donné par I’équation 5.2.2 et la définition de I’opérateur multi-
polaire électrique par 4.1.4.

1
< ‘PJ/M/\Mﬁ )WJM >=<

En séparant la partie hyperradiale de la partie hyperangulaire

(2)
. Z Jcr2(xp),  xE” (P
< ‘I’J’M"Ml(l )’\VJM >= €l A(AEZC) < (Jer()z ] '[:)5/(2 :

X [v/Wop < KlxlyLS/sin oY, () 00000 > (C.0.3)
+ Wao < Klyly,LS[sin oYy, (§)]20000 >
+ VW1 < KlylyLSsin oY, (§)]21111 >]
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et en considérant la définition de X(FZ) 5.2.2, nous obtenons finalement

2KoK1 (Ko + K1)

Yyu |M
<JM‘“WN>E%¢ Azc¢ (ko — K1)?

=0 i Jkao (K exp(—x;
x [v/Woo < KlylyLSsin oY1y (§) |00000 >
+ /W < KlylyLS sin oYy (¥) 20000 >
+ War < KlylyLS sinocYry (¥) 21111 >]

(C.0.4)

L’élément de matrice hyperradiale peut s’exprimer sous forme d’intégrale de
la maniére suivante :
< ‘]K+2 (Kp)‘ ’eXp( Klp
(xp)? pS/2

Nlo

/ Js2 (2) €6 ¥2(2)2 dz (C.05)

ou z= kp.
D’apres les propriétés des fonctions de Bessel [17], ce type d’intégrale peut
s’exprimer en fonction des fonction hypergéométriques.

(8) re+w

wJV (Bx) e *x*1dx =
/o V(0 +B) T (v+1) (C.0.6)

N 2
XF<v+u.1 ptv. ... B )

2 2 THep

Enposantv=K+2, B =1, oo = K;/x et p=5/2 nous obtenons I’expression
de I’intégrale C.0.5.

‘]K+2 (Kp) ‘ ’exp(_Klp)

BTk

< >=K
2 5/2 K 9
K P 2+
@) (55)" k43 (C.0.7)
K 9K 1 K2
F(o42: 8 2y
% (2+4 2 Tt Ki2+K2>

Nous pouvons a présent exprimer I’amplitude de transition en tenant compte
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des équations C.0.4 et C.0.7.

dB(E1) _Z

3
dB(El) _ ., (M 2 E2,c9
dE (ﬁz ) () AA-Z) I%SJM "

T K+3:v) (C.0.8)

X [v/Woo < KlylyLS|sin oY, (¥) 00000 >
+ /W2 < KlylyLS sin oY1y (¥) 20000 >
+ Wa1 < KlylyLS[sin oYy, (¥) 21111 >]?

avec E = (ﬁK) ety =

K2+K2
Rappelons que, d’aprés 4.3.8, les valeurs de K possibles sont K = 1,3. Nous
obtenons I’expression suivante pour I’amplitude de transition :
dB(E1
d(E ) _ opE-5/2
<13 (-1 <F2 (3) ETRMFAY) )
T 25T (4) (B + E) (B + E)™*
X (Woo < 10110] sin oYz, () 00000 >2
+ 2/ WooWso < 10110]sin oYy, (¥)|00000 >
x < 10110]sin oY, (¥) 20000 >
+Wy; < 11011 sin oYy (§) 21111 >2) (C.0.9)
+ (=)' ( %) ERWRY) )
20T2(6) (B +E) (Ej + E)"/*

u(¥) 20000 >2
+ Wy < 31011(sin oYy, (§) 21111 >2
+ Wy < 31211|sin oYy, (¥) [21111 >2
+Wp1 < 31221]sin oYy (9) [21111 >2)]

X (Wpo < 30110|sin ocYs

en posant
11 3
Fi(yi)=F (7;2;4;yi> (C.0.10)
siK=1et 5 7
R (yi) =YiF (4 26 y) (C.0.11)
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si K =3, avec

T 2AA—2Zo) \2m

comme dans les articles [7, 12] et en tenant compte du fait que le produit de deux
éléments de matrice dont les Ssont différents est nul(3=S).

2 3/2
3 _(Zo) (ﬁz ) E~5/2 (C.0.12)

Et finalement
dB(E1) _ S SN
£ =2DE® Y (1)

1 (C.0.13)
. @R () Fu(yj) + 02 () P ()

(B +E) (Ej + E)™*

avec
1 /315\?
oy = g\ 210 (14 3woo + 4+/WooWoo) (C.0.14)
3 /9009 ?
O = E (7> (W20—|—W21) (CO].S)

Pour le cacul de ces coefficients, nous avons tenu compte des valeurs des éléments
de matrice trouvées a la section 4.6.
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