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Chapitre 1

Un Noyau a Halo : He

1.1 Une description physique des noyaux a halos

Les noyaux a halo sont des noyaux exotiques dont 1’étendue physique est anormalement
grande comparée a celles des noyaux de masse semblable.

Leurs grands rayons de matiére ont été a l'origine de leur découverte en 1985 par
’équipe de Tanihata (voir [1]).Leur premiére étude consacrée a la famille d’isotopes du
lithium a mis en évidence des sections efficaces anormalement élevées pour des noyaux lé-
gers riches en neutrons. Les rayons de matiére déduits des sections efficaces expérimentales
sont sensiblement plus grands que ceux prédits par les modéles habituels®.

Une grande extension spatiale est une premiére caractéristique des noyaux a halo mais
leur dénomination provient de leur structure trés particuliére : on interpréte ces noyaux
comme étant formés d’un cceur normal entouré d’un halo trés étendu de un ou plusieurs
nucléons.

L’extension spatiale est principalement due au halo. Cette interprétation est confir-
mée par toutes les expériences menées sur les noyaux a halo connus depuis 1985. Ces
expériences ont notamment mis en évidence, lors de réactions de fragmentation & haute
énergie, des distributions trés étroites des impulsions du coeur et des neutrons du halo.
Ces distributions étroites d’impulsions sont associées aux larges distributions spatiales
des noyaux a halo comme le montre par exemple le principe d’incertitude d’Heisenberg
(une faible incertitude sur la position implique une grande incertitude sur I'impulsion et
réciproquement ; voir entre autres [2]) ou le fait que la distribution d’impulsions est la
transformée de Fourier de la distribution de positions.

Les noyaux a halo observés sont toujours des noyaux légers riches en neutrons ou
en protons. En effet, leur deuxiéme caractéristique est d’étre situés loin de la vallée de
stabilité (regroupant les isotopes stables) et proches des “drip-lines” (les limites en protons
et en neutrons a partir desquelles les noyaux ne sont plus liés). Ils sont donc faiblement
liés et radioactifs de courte durée de vie.

Les énergies nécessaires pour arracher les nucléons du halo sont trés inférieures a celles
nécessaires pour arracher un nucléon d’un noyau stable. Une interprétation tres simpliste
permet de lier 'extension du halo et ces faibles énergies de liaison : moins un nucléon est
lié, plus il sera en moyenne éloigné du coeur.

La troisiéme caractéristique des noyaux a halo est le petit moment angulaire des neu-

"notamment ceux prédits par la régle habituelle r = rg A'/3, voir 5.3.5



trons du halo. Les noyaux a halo déja observés ont tous des neutrons dans une combinaison
des états s (I =0) et p (I =1).

En 1988, six noyaux a halo de neutrons étaient connus : "'Li, '"B, ''Be, “Be, ®He et
$He (voir [3]) . Le 'C sera découvert peu aprés. Depuis 1985, beaucoup de recherches ont
été entreprises et plusieurs candidats comme noyau a halo sont étudiés. Les halos peuvent
étre composés d'un proton (pour 8B ou '"F), d’un neutron (pour B ou '"C) ou de deux
neutrons (pour "B ou 32Ne).

Les noyaux a halo de deux neutrons (*He, ' Li ou *Be) ont une propriété remarquable :
ces systémes a trois corps sont faiblement liés mais aucun de leurs systémes binaires n’est
lié. De tels systémes sont appelés “borroméens”. 1l existe plusieurs noyaux borroméens
normaux. Cette propriété semble étre plus ou moins liée a la proximité des “drip-lines”.

Deux difficultés rendent la réalisation d’expériences impliquant des noyaux a halo
difficile : leurs courtes durées de vie et leurs faibles taux de production. Des développe-
ments récents dans le domaine des accélérateurs de particules ont permis la production
de faisceaux radioactifs relativement intenses. La méthode consiste & envoyer un faisceau
primaire de noyaux sur une cible choisie de maniére a ce que la réaction nucléaire produise
un maximum de noyaux a halo (un exemple de réaction est °Li(n,p)®He). Ces noyaux sont
recueillis pour former un faisceau secondaire utilisé pour les expériences (le flux de ce
faisceau est de l'ordre de 10° nucléons par seconde). Les noyaux a halo sont alors étudiés
pour eux-mémes et pour sonder les théories de physique nucléaire existantes (voir [4], [5],
6] et [7]).

Nous nous intéresserons au noyau a halo de deux neutrons 5He. Ce noyau est le plus
léger noyau borroméen connu et il présente une structure de halo prononcée. Son coeur, une
particule alpha, est trés bien connu ce qui permettra de définir précisément les interactions
entre le cceur et le halo.

Ce noyau est radioactif 37. Il se désintégre en un noyau °Li (stable), un électron et un
antineutrino électronique ; sa demi-vie est légérement inférieure a une seconde (elle vaut
806.7 ms). Le rayon de matiére en moyenne quadratique s’éléve a 2.57 4 0.1 fm (ces valeurs
sont obtenues en analysant les résultats d’expériences, voir par exemple [8]). L’énergie de
liaison de ’ensemble formé par la particule alpha et les deux neutrons est de ’ordre du
MeV (elle vaut 0.973 £+ 0.04 MeV). Remarquons que cette énergie de liaison n’est pas celle
du noyau ®He. Elle ne prend pas en compte I’énergie de liaison de la particule alpha et
représente en fait I'énergie de séparation de deux neutrons (souvent notée Sy,). L’énergie
de liaison du noyau ®He est la somme de Iénergie de liaison de la particule alpha (environ
28,30 Mev) et de I’énergie de séparation des deux neutrons et vaut 29.27 MeV.

1.2 Représentation utilisée

L’objet de notre modélisation sera les noyaux a halo de deux neutrons.

Ces noyaux se comportent comme des systémes a trois corps et n’ont pas d’états liés
a deux corps. Ils peuvent donc étre modélisés comme un probléme nucléaire a trois corps.

Le noyau %He est composé du noyau “He dans son état fondamental et d’un halo
de deux neutrons. Notons que cette configuration n’est pas la seule envisageable : en

2Ce nom vient des anneaux Borroméens, le symbole héraldique des Princes de Borroméo du nord de
I'Italie. Ces trois anneaux sont liés de telle maniére que si un seul d’entre eux venait & étre retiré, les
deux autres se sépareraient.



toute généralité il faudrait traiter un probléme & six corps et tenir compte d’autres confi-
gurations comme 3H + 3H. Néanmoins, le caractére prononcé de noyau a halo de deux
neutrons pour *He montre 'importance de la configuration a trois corps (I'importance des
autres configurations est un probléme complexe investigué actuellement théoriquement et
expérimentalement).

Ce noyau ®He n’a qu'un seul état lié. Nous ne nous intéressons qu’a ce niveau fon-
damental. Il comprend un nombre pair de protons (deux) et de neutrons (quatre). Son
niveau fondamental a un moment cinétique total nul et une parité paire (il vérifie la régle
empirique postulant que tous les noyaux pair - pair ont un moment cinétique total nul et
une parité paire a cause des forces d’appariement des nucléons, voir |9]).

Le moment cinétique total .J résulte de la composition du moment cinétique orbital
total L et du spin total S. L’état J = 0 ne comporte que des états de moment cinétique
orbital total égal au spin total (L = S). Dans le modéle a trois corps, le spin total résulte
de la composition des spins des deux neutrons et du moment cinétique total de la particule
alpha. En toute généralité, le spin total pourrait prendre les valeurs 0, 1 ou 2. On constate
expérimentalement que les contributions des trois composantes sont trés différentes : la
composante S = 0 compte pour environ 85% de la fonction d’onde, la composante S = 1
pour environ 15% et la composante S = 2, trés inférieure aux deux autres, est négligeable.
Le modéle a trois corps permet d’expliquer I’absence de la composante S = 2 si la particule
alpha est dans son niveau fondamental. Dans ce cas, son moment cinétique total est nul
(c’est aussi un noyau pair - pair), S ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1 et seules les
deux composantes L =S =0 et L = S = 1 interviennent.

Dans cette premiére phase de développement du modéle, pour simplifier, nous nous
limiterons a la composante de spin total nul. La seule composante envisagée sera donc
J = L = 0. Cette approximation sera la principale source d’erreur pour notre modélisation
mais simplifie grandement le probléme.

Dans la modélisation a trois corps, la parité résulte de la parité de la particule alpha
(parité paire dans son état fondamental) et de celles des mouvements relatifs des parti-
cules. La parité totale est le produit des parités des deux mouvements relatifs. La parité
paire impose donc 1’égalité des moments cinétiques orbitaux si L =0 ou L = 1.

Pour modéliser le noyau, nous aurons besoin d’interactions entre les trois corps, c¢’est-
a-dire neutron - neutron et particule alpha - neutron.

Si nous négligeons les termes dépendant des spins, l'interaction neutron - neutron est
relativement simple et peut étre approchée par un terme central dépendant uniquement de
la distance entre les deux neutrons. Néanmoins, le postulat d’antisymétrisation s’applique
a l’échange des deux neutrons du halo. La fonction d’onde doit étre antisymétrique par
I’échange des coordonnées des deux neutrons. Si le spin total S est nul, cette partie de
la fonction d’onde est antisymétrique; la partie orbitale doit donc étre symétrique, le
moment cinétique orbital [, doit étre pair et entraine donc la parité paire de [, (parité
impaire si S est impair).

Examinons les conséquences du principe d’exclusion de Pauli appliqué a un neutron
et a la particule alpha comprenant deux neutrons. Lorsque cette particule est dans son
état fondamental, les neutrons ont des moments cinétiques orbitaux nuls. Les états s
déja occupés sont interdits pour les deux neutrons du halo. Le potentiel particule alpha
- neutron doit donc exclure les ondes s. Deux méthodes existent, la premiére consiste a
ajouter un projecteur sur les états interdits multiplié par une constante élevée de maniére
a ce qu'une méthode variationnelle conduise a les éliminer (c’est la méthode du “pseudo-



projecteur”, voir [10]). Ce potentiel est non local et rend la résolution du probléme trés
délicate. La deuxiéme méthode consiste a transformer le potentiel par une opération
appelée “supersymétrie”; le potentiel obtenu n’a plus d’états liés tout en conservant les
autres propriétés (voir [11]). Le potentiel transformé est pour les ondes s répulsif a trés
courte distance et décroit trés rapidement vers zéro (cette méthode modifie seulement la
composante [ = 0 du potentiel). Pour simplifier le calcul, nous utilisons une approximation
simple de ce potentiel et nous prenons un potentiel nul pour les ondes s.

En résumé, les moments cinétiques orbitaux des deux neutrons par rapport a la parti-
cule alpha doivent donc étre différents de zéro (état interdit par le principe d’exclusion),
pairs (pour satisfaire le postulat d’antisymétrisation) et égaux (pour avoir une parité paire
et que leur composition donne L = 0). Nous pouvons considérer trois couples de mou-
vements relatifs; pour chacun des couples, les deux moments cinétiques orbitaux doivent
étre égaux pour avoir une parité paire et L =0 ou 1.

Nous utiliserons pour l'interaction particule alpha - neutron un potentiel central dé-
pendant & la fois de la distance entre la particule alpha et le neutron et du moment
cinétique orbital du mouvement relatif. Les interactions sont des approximations, elles
négligent tous les termes dépendant du spin.

Nous ferons donc successivement les approximations suivantes : I’approximation a un
probléme & trois corps, I’approximation du spin total nul, ’approximation des interactions
centrales et ’exclusion approximative des ondes s pour les neutrons du halo.



Chapitre 2

La Méthode des Coordonnées
Hypersphériques

2.1 Les coordonnées de Jacobi

2.1.1 Les différents systémes de coordonnées de Jacobi

Soit un systéme de N particules (i = 1,...,N), et soient 7; leurs positions et m; leurs
. . 2 = N —
masses, on introduit la coordonnée de centre de masse R = > ;" m;7;/M et la masse

totale M = Zf\;l m;. Les coordonnées de Jacobi sont définies comme 1’ensemble des
N — 1 vecteurs Z;

€T, = Ti—l—l — M ijrj (21)
[ =1

avec M; = 22:1 m;. Ces coordonnées ont une interprétation physique directe : la j%™¢

coordonnée de Jacobi est la coordonnée relative de la (j + 1)*™¢ particule par rapport
au centre de masse des j premiéres particules, nous pouvons donc partir d’une particule
et définir récursivement toutes les coordonnées de Jacobi. Pour les problémes atomiques,
il est intéressant de prendre le noyau comme premiére particule de référence car alors
les coordonnées de Jacobi sont approximativement équivalentes aux coordonnées relatives
des électrons vis-a-vis du noyau (voir 'article de F. T. Smith [12] pour une présentation
des coordonnées de Jacobi).

Notons p; I'impulsion de la particule 7, ﬁcm I'impulsion de centre de masse et py,
I'impulsion conjuguée canoniquement a la coordonnée de Jacobi Z;, on peut montrer que
’énergie cinétique s’écrit dans ce cas (un calcul plus détaillé est effectué ci-dessous pour
’expression des coordonnées effectivement employées)

— N—-1
72 P2 1/ 1 1 .,
T — i _ Tcm - 2.9
ﬁ%u2M+Z2< T ) P (2:2)

m.
i=1 i+1

Ces coordonnées permettent donc de séparer le mouvement du centre de masse.

Dans le cas d’un systéme a trois particules, nous choisissons de noter Z; et s, res-
pectivement & et ¢/. Pour les problémes a trois particules, les coordonnées de Jacobi sont
souvent normalisées, c’est-a-dire multipliées par un facteur dépendant des masses. Les
coordonnées que nous utiliserons suivent cette pratique et ne sont plus simplement des



longueurs mais ont comme unité des unités de longueur multipliées par la racine carrée

d’unités de masse ([] = [§] = [E] = [M*/2L]). Cela permet de généraliser le probléme
et de le traiter systématiquement et indépendamment des masses absolues de toutes les
particules.

Nous utiliserons donc comme ensemble de coordonnées de Jacobi I’ensemble des trois
vecteurs suivants (ces définitions forment une variante de celles utilisées dans Iarticle de
J. Raynal et J. Revai [13], elles différent par la définition de R) :

R =%3% mp

=1 /M
7 ()
¢ mj+mk J k (23)
= m;(m; +my,) P m; 7 +my Ty
Yy, = M v mj+my

Nous noterons ]3R, Pa; et Py, les impulsions canoniquement associées.

Nous pouvons interpréter physiquement ces trois coordonnées. La premiére est pro-
portionnelle & la coordonnée du centre de masse des trois particules (ﬁcm), la seconde a la
coordonnée relative entre les deux particules j et k, enfin, la troisiéme est proportionnelle
a la coordonnée relative de la particule k par rapport au centre de masse des particules ¢
et j.

Cette définition (2.3) est triple, elle dépend de la particule choisie comme référence
(ici la particule 7). Dans un probléme nucléaire comme celui-ci, nous ne pouvons plus
utiliser une asymétrie naturelle comme celle entre le noyau et les électrons pour les pro-
blémes atomiques. Trois jeux de coordonnées sont donc possibles; pour les distinguer,
nous leur attribuons un indice i, i = 1,2,3 (il ne faut pas le confondre avec I’ancien indice
des différentes coordonnées de Jacobi d’un méme groupe que nous ne notons plus). La
coordonnée du centre de masse est invariable mais nous verrons que le passage d’'un jeu
de coordonnées a un autre fait varier 7; et ;.

Nous pouvons calculer la transformation inverse qui permet de retrouver les coordon-
nées des trois particules 75, 7; et 7). Inversons la matrice de transformation et définissons
les trois vecteurs suivants (pour des raisons de lisibilité)

D 3 my=» _ R
Rem =i TiT5 = VM
X =7 =T = Tiy [0 (2.4)
L > myTi—mgTy o M
Y =7 mi+my, P\ mi(m;+my)
Nous obtenons i
— m;rmyg
ri = —57—7Y + Rep,
P _me ¥ _miy 4R
7"] - mj+ka MY + Rcm (25)
T, = mj+ka MY + Rcm

La définition exacte des coefficients massiques varie d’un auteur a 'autre, il importe de
toujours vérifier la concordance des coordonnées utilisées (une trés bonne présentation des
différentes définitions de coordonnées de Jacobi est faite dans le mémoire de M. Foquet
[14]). Une autre définition relativement souvent utilisée est la suivante. Soit le paramétre
dy;,

2 My

d

—(m; ; 2.6
Vo () (26)

7



on définit les trois coordonnées de Jacobi (notées R, T, et &} pour les différencier des
coordonnées choisies notées R, Ty et Ty)

_’\l _ 3 m; =2 _ E

R =3 T =

— _ L - a4 M —

Tk = & (7} T]) =\ mimim; Tk (2.7)
— _ — miFi—i-ijj . M —

Y — dk (Tk - mi+m; ) =\ mim;my, Yk

Pour éviter toute confusion, je n’utiliserai jamais cet autre jeu de coordonnées.

2.1.2 La séparation du centre de masse

Les coordonnées que nous avons choisies (2.3) nous permettent d’exprimer de fagon
simple 'opérateur énergie cinétique 7. Nous partons de I'expression générale de cet opé-
rateur pour un systéme a trois particules :

T =
2m1 + 2m2 + 2m3

p? 3 3 (2.8)

Nous effectuons un changement de variable de 7, 75, 73 vers ﬁ, Z; et y; en utilisant la
régle générale de changement de variable pour les dérivées partielles

0 N0 D (29)
8xi = 835, al"]

Le tableau des dérivées partielles des nouvelles variables en fonction des anciennes est :

m; m; my
a ; v M v M M
o mjmy, mjmy,
] N
= i i (2.10)
! m;(my+m;) —m; m;(my+m;) —m; m;(myg+m;)
M mj+my M mj+my M

Ces coefficients nous permettent d’écrire simplement les p’, pa, p3 en fonction des f’R, Dz
et py,. En les remplacant dans I'expression de T', tous les produits p;.p; se simplifient et les
coefficients prennent une forme simple. Nous obtenons I’expression de ’énergie cinétique :

—_

T (P i) 2.11)

(\]

Remarquons que les trois variables R, z; et 1; comprennent des facteurs massiques et
les impulsions qui leur sont canoniquement associées ne sont pas multipliées par d’autres
facteurs dans notre expression de ’énergie cinétique.

2.1.3 La permutation des coordonnées par rotation

Considérons deux jeux de coordonnées de Jacobi (nous ne notons pas la coordonnée
de centre de masse qui ne joue pas de role ici) :

7 o= I )

— o mi(mj+mk) F . ijj+mka
yl M 7 m]‘l‘mk

(2.12)



— _ mimj — —
Tk = /gy (T = 75)
iy o (2.13)
— o mk(mi+mj) — _mﬂ‘i+m]‘7‘j
Ye = M m;+m;

Soit ’angle ¢y; défini par la relation

Pri = arctan ((—)P Mmj) (2.14)

mgmy

B

avec P pair (impair) si (kij) est une permutation paire (impaire) de (123).
Nous allons montrer que cet angle définit une rotation permettant de passer d’un
ensemble de coordonnées a l'autre. Cette rotation s’écrit :

T = —COS Qg T; + sin Qg ¥ (2.15)
Y = —Sin Qg; T; — COS Vi i

En effet, calculons sin(py;) et cos(pg;)

COSPri = \ I+tan?r; T \/ mimg+Mm; (2 16)
sin L tan o, - _ Mm; )
Pri = 1+tan2 ¢p; mimy+Mm;

En remplacant &;, 4, T, Yk, Sin @p; et cos p; dans le systéme 2.15, on démontre immé-
diatement les deux relations (tous les termes en 7; disparaissent et les coefficients restant
se simplifient).

2.2 Les coordonnées hypersphériques

2.2.1 La définition de I’hyperrayon et des cinq hyperangles

Le but des coordonnées hypersphériques est de rassembler les coordonnées métriques
du probléme en une seule : I’hyperrayon p.

En analyse numérique, il est souvent difficile de traiter des domaines de variation
infinis car cela nécessite de modéliser les comportements asymptotiques. Les coordonnées
métriques variant sur [0, o], il est intéressant de limiter au maximum leur utilisation dans
la modélisation.

Les coordonnées hypersphériques se fondent sur les coordonnées de Jacobi. Elles per-
mettent de ramener N coordonnées vectorielles & une coordonnée radiale et 3N — 1 coor-
données angulaires. Les angles qui sont définis ne sont pas forcément des angles géomé-
triques du probléme mais des variables ayant un domaine de variation borné (voir article
de F. T. Smith [12] pour une présentation des coordonnées hypersphériques).

Plusieurs définitions de coordonnées hypersphériques existent, elles différent par les
coordonnées de Jacobi utilisées et par leurs définitions des variables angulaires (M. Foquet
les présente dans son mémoire [14]). Nous utiliserons le jeu de coordonnées de Jacobi défini
ci-dessus sans la coordonnée de centre de masse car nous avons vu que les coordonnées
de Jacobi permettent de séparer ce mouvement. Nous aurons donc six coordonnées, une
radiale et cinq angulaires.



Nous utiliserons dans notre modélisation la définition suivante de I'’hyperrayon

pro= T AR
ﬁ (mzmj(ﬁ — 77])2 + mkmj(Fj — Fk)Q + mzmk(Fk — 7:;)2) (2.17)

= Z?ﬂ (1 - mﬁ) fz?

L’hyperrayon a les unités des coordonnées de Jacobi : des unités de longueur multipliées
par la racine carrée d'unités de masses ([p] = [#i] = [i] = [LM'/?]). 1l représente une
grandeur physique importante : il est proportionnel au rayon en moyenne quadratique du
systéme de trois particules élémentaires. Le rayon en moyenne quadratique est défini par
la relation (en notant < r? > le rayon de matiére en moyenne quadratique de la particule

)

3 3
1 L =
<r?>= n [Zm, < |17 = Reml|* > —i—Zmi <r? >] (2.18)
i=1 i=1
Calculons le premier terme en utilisant I’expression des 7; en fonction des coordonnées de
Jacobi. En remplacant, les termes en X.Y se simplifient et nous retrouvons ’expression

Z? + 7 égale & p?. Nous obtenons donc

3

1

<rf>=o [< PP my <} >] (2.19)
=1

L’hyperrayon peut aussi étre interprété comme le moment d’inertie d'un systéme a trois
particules suivant I'axe perpendiculaire au plan formé par les trois particules.

Il existe beaucoup de définitions pour les cinq angles ; ici encore, il convient d’étre trés
prudent et de vérifier la concordance des définitions.

Nous utiliserons les quatre angles directeurs des vecteurs 7; et y; notés indifféremment
(z;) et (9;) ou (04, ¢s) et (8, 9,). Comme cinquiéme angle, nous définissons o de la

maniére suivante
Tr; = pCOSq; (2 20)
yi =psin '

L’hyperangle o n’est donc pas un angle physique, sa tangente représente le rapport des
normes des deux vecteurs &; et ¢;. Nous noterons parfois ’ensemble des cinq angles €2;.
Les domaines de variation de nos six coordonnées sont

e

p = [0,00]
a =073
0., = [0,7]
{ ou = [0, 21] (2.21)
,, =10,7]
\ gOyi = [Ov 27T]

au lieu des domaines de variation infinis des six composantes des deux vecteurs &; et ;.
L’élément de volume complet des coordonnées hypersphériques est

didiy = x*y*dx dy d& dyj = p°dp sin® o cos® adadi dij = p°dp dQ (2.22)
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2.2.2 L’expression de I’énergie cinétique

Nous utilisons les coordonnées de Jacobi pour séparer le mouvement de centre de
masse ; I'opérateur d’énergie cinétique 7' s’écrit

]' —' —'
T =35 (b, + ;) (2.23)
Nous exprimons les impulsions selon p = —iAV et nous utilisons ’expression du laplacien
0? 20 L?
A + - (2.24)

or?2 ror r?

ou l'opérateur cinétique orbital L intervient. A partir de la définition de 'hyperangle «
(2.20), nous effectuons un changement de variables depuis z; et y; vers p et « :

0 _ .0 _ sino; O

ox; cos a; op p  Oay (2 25)
i f— Sin ai + COS vy i :

dyi top p Oy

Nous exprimons les dérivées partielles du second ordre et en remplacant, nous obtenons
la relation

A 4 A 62+182+18+ 2 0 sino; O
o = —t ==+ —— 0S alj— —
' v op*  p*da?  pdp peosq dp p Oy
2 ; 1%(2; 1%(;
- singy 0 4 0% 0N (@) ,(y;) (2.26)
psin q; 0p p  Oq; p?cos?a;  p?sin® q;

ol apparaissent les deux opérateurs moments cinétiques orbitaux [%(z;) et [*(g;). Cette
expression se simplifie et nous permet d’exprimer I’énergie cinétique en séparant les parties
radiales et angulaires

h? > (0% 50  K*)
T=——(A;, +A,)=— | =—=+—— — : 2.27
avec 'opérateur angulaire hypersphérique K?(€;) défini de la maniére suivante
0? 0 1%(z;) 1%(9;)
K*() = —=— — 4 cot(20 - - 2.28
() da? cot(20:) o + cos? o + sin? a; (2.28)

2.2.3 L’opérateur angulaire KQ(Q,)

Nous avons vu que I'opérateur angulaire hypersphérique K?(Q;) intervient dans I'ex-
pression de 'opérateur énergie cinétique. Avant d’aborder 1’équation de Schrodinger, nous
allons étudier les fonctions propres de l'opérateur K?(£2;) qui, comme nous le verrons,
joueront un role important dans la résolution de cette équation.

Nous définissons les harmoniques hypersphériques Y[?lymfmy(sz) comme les fonctions
propres communes de 'opérateur K?(Q) (avec la valeur propre K (K +4)) et des opérateurs

2(2), B(9), 1(2) et L.(7).

K(Q)Yph™™ = K (K + 4)Ylvmm (2.29)
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Nous ne notons plus les indices ¢ pour ne pas alourdir les expressions mais il faut bien lire
Tiy Yir iy Ty, U; et €;. Nous allons montrer que les harmoniques hypersphériques s’écrivent

Ve (Q) = N (cos )’ (sin a)'v P /212 (cos 20) Vi (£) Y™ (1) (2.30)

ol(K +2)(n+ Iy + 1, + )17

Alab —
K Tin+l,+ 3T (n+1,+3)

(2.31)

pour K entier positif ou nul, I, et [, entiers tels que n = (K — I, —[,))/2 soit un entier
positif ou nul, m, compris entre —I, et [, et m, compris entre —[, et [,. Dans cette
équation, N };l’v' est un facteur de normalisation, P%# le polynome de Jacobi de degré n
de parameétres o et 3, Y™ I’harmonique sphérique de moment cinétique [ et de projection
m et [' la fonction Gamma.

Nous avons par définition des harmoniques sphériques

F(@)Y" (@) = 1+ 1)Y"(2) (2.32)

avec [ entier positif ou nul et m compris entre —I[ et [.
Pour démontrer I’expression des harmoniques hypersphériques (2.30), nous la rempla-
cons dans 1'équation aux valeurs propres (2.29) en laissant un polynéme indéterminé :

—8%22 — 4cot(2a)% 4 bletl) | l’"’(l’“’;l) — K(K +4)

cos? a sin® a

x (cos )l (sin ) P(cos 2a) = 0 (2.33)

Nous développons les dérivées partielles par rapport a « et nous effectuons un changement
de variable. Nous posons x = cos 2a pour obtenir 1’équation

(1— xQ)dQCZ(f) — (e + 1, +3)x+1, — 1) dZix)

Cette équation est équivalente a 1’équation suivante dont la solution est le polynome de
Jacobi de degré n et de paramétres « et § (voir C.13)

Fn(n+l+1,+2)Px) =0 (2.34)

d> P8 dP*F
(1—x2)#@7)+(6 —a—(a+F+2)) #w+n(n+a+5+1)ﬂf}’ﬁ(x) =0 (2.35)
En identifiant les coefficients, on trouve
n = % entier > 0
o =l,+3 réel>—1 (2.36)
B =l,+5 réel>—1

En normalisant les expressions avec le facteur N [lé”ly (le calcul est fait en annexe), nous

obtenons l’expression des harmoniques hypersphériques 2.30. L’opérateur K?({2) est her-

mitique et ses fonctions propres forment une base orthonormée (voir annexe A et A.6).
Cette base n’est toutefois pas optimale car elle ne fait pas apparaitre le nombre quan-

tique L mais utilise les deux nombres quantiques [, et [,. Nous préférons composer les

deux moments cinétiques pour donner le moment cinétique orbital total du systéme.
Définissons les harmoniques hypersphériques composées

loly o lzlymazmy
Yt = O (lalymgmy| LM)Yy (2.37)

Mg My
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ot (Iylymymy|LM}) est un coefficient de Clebsch-Gordan. Elles forment une base, mon-
trons qu’elles sont orthogonales.

ll * Il
o, Yioror (Q)Yicth, ()dQ = Y (Lelymemy |[LMy) (Il mmy |L'M},)

Mg My M/, m;!

x / Y2 () Y™ () (2.38)
Q

i

Nous utilisons I'orthogonalité des harmoniques hypersphériques :
l’ l’ - * lolymazm
/ Y ey ()Y (S0)dS2 = 61,1101, Oy, Sy, Ok K7 (2.39)
Q;

et 'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan :

> (Lalymgmy |LMy) (Llymgmy |L' M) = 61100, 01, (2.40)

Mg My

Nous obtenons alors la relation d’orthogonalité

/ Y[l(w,lLy,M, (QZ)YIl(xéy]V[L (QZ)dQZ — 5lml&55yl;5KK:6LL:5MLMIL (241)

Les harmoniques hypersphériques composées forment donc une base de fonctions
propres de K2, de L?, de I?(z), de [*(¢) et de L, ; nous verrons que nous pourrons I'utiliser
pour développer notre fonction d’onde inconnue. L’opérateur parité change les orienta-
tions des vecteurs T et 7, il laisse 'hyperangle « invariant mais fait varier les quatre angles
directeurs des deux vecteurs. La parité des harmoniques hypersphériques est le produit
des parités des deux harmoniques sphériques. Les harmoniques sphériques ont comme
parité (—)! (voir |2]), les harmoniques hypersphériques sont donc fonctions propres de
'opérateur parité avec la valeur propre (—)=*lv

2.2.4 Le traitement de I’équation de Schrodinger

Comme nous ’avons vu au premier chapitre, nous nous intéressons au niveau fonda-
mental de °He en ne tenant compte que de la composante ayant un spin total nul. Nous
étudions donc I'état J = L = 0 (et S = 0 mais nous ne I’écrivons pas) et le noyau He est
modélisé par un systéme a trois particules sans spins.

Partons de la définition de I’hamiltonien d’un systéme isolé & trois particules inter-
agissant deux a deux :

2 9 2
Dy Dy D3 3 o L o o
H= Vadllm - V(|7 — V(|7 — 2.42
omy | 2my T oms (IFy = &) + V(17 — 7)) + V(17 — 7)) (2.42)

Les potentiels ne dépendent ici que de la coordonnée relative entre les deux particules
mais nous avons vu au premier chapitre que l'interaction entre le noyau « et les neutrons
comprend notamment un terme de potentiel central et un terme de potentiel orbital
dépendant du moment cinétique orbital du neutron. Néanmoins, pour des raisons de
lisibilité, tout le développement qui va suivre est fait en ne tenant compte que de la
composante centrale. La transposition aux autres composantes est immédiate.
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Nous utilisons la définition des coordonnées de Jacobi :

S . . m; + mg ~
VA7 = 7ell) = Vi | ———) = V"(z 2.43
(175 = 7ill) = Vi [ = V() (2.43)

Nous choisissons de ne plus écrire le symbole tilde et de redéfinir ainsi les potentiels. Nous
utilisons I'expression de I’énergie cinétique dans des coordonnées hypersphériques (2.27) :

B [10 [ 50) KX
= Fr Z ’ 2.44
Imn [,0 5 0p (P 8,0) e ]—i—V (pcosa;)+V7(pcosa;)+VF(pcosay) (2.44)

Le facteur h2/2 provient de notre expression de T, le facteur 1/my provient de 'utilisation
de la masse nucléaire my (moyenne harmonique des masses du proton et du neutron)
comme unité de masse. Nous choisissons comme unités les fm (fermi ou 107! m) pour
unité de distance, les MeV (10° eV soit environ 1.602107'* J) pour unité d’énergie et
les masses nucléaires my pour unité de masse (soit environ 938.918 MeV/c?). Le facteur
h?/2my vaut alors 20.736 MeV fm?.

L’équation de Schrodinger s’écrit

HY vy = ExVYim,a (2.45)

avec la fonction d’onde inconnue Wy, 5. Les bons nombres quantiques sont : L, le mo-
ment cinétique orbital total du systéme, My, la projection de ce moment et A le nombre
quantique de I’énergie.

Nous développons la fonction d’onde

ol ylel
Wingr =p o Z Xria(P) YR L, (© Z‘I’LMLA (2.46)
Kl

ou nous avons défini les fonctions d’ondes partielles Wf,, . Nous utilisons la base des
harmoniques hypersphériques composées pour faire apparaitre le bon nombre quantique
L. Pour alléger les notations, nous ne noterons plus I'indice A des fonctions y mais elles
dépendent bien str de I’énergie de 1’état considéré.

Les indices K, [, [, sont limités par la définition des harmoniques hypersphériques. II
faut que n = (K —1I,—1,)/2 soit un entier positif ou nul. Nous ne nous intéresserons qu’au
cas L = 0, cette valeur impose 1’égalité de [, et [,. De plus, comme nous ’avons vu au
premier chapitre, la parité paire du niveau fondamental de ®*He impose cette égalité pour
L =0 ou 1. La connaissance du développement de la fonction d’onde et de la parité des
harmoniques hypersphériques nous fournit une interprétation différente de la condition :
la parité des harmoniques doit étre paire ce qui impose directement l'égalité des deux
moments cinétiques (voir la fin du chapitre 2.2.3).

Nous avons donc une succession de triplets (K,l;,1,) du type {(000), (200), (211),
(400), (411), (422), ...}. Nous conservons néanmoins notre notation en différenciant [, et
[, pour rester dans un cadre plus général.

Les variables ; dépendent du repére choisi (I’hyperangle o par exemple n’est pas
conservé par les hyperrotations); de la méme fagon, les nombres quantiques I, I, m,
et m, varient avec l'indice 7 mais K, L et M sont conservés car d’une part L et M,
sont de bons nombres quantiques et d’autre part les changements de repére sont des
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hyperrotations qui conservent K. Nous ne notons pas ici les indices ¢ pour alléger les
expressions.
En remplacant le développement dans 1’équation de Schrédinger, nous obtenons

lml

Sty Viiphe, | 5+ S (K (K +4) 4+ 12) + 225 By

= mezy 2my (Vi(pcos ;) + Vi(pcosa;) + VF(pcos ay)) XlI?lL’"’(p)Y[l{é%L (2.47)

Nous posons V' = Vi(pcos a;)+V7(pcos a;)+V*(p cos ay ), nous multiplions cette équation
par une fonction quelconque de notre base et utilisons la relation d’orthogonalité des
harmoniques hypersphériques pour écrire :

d2 laly

m Il
st XKL (K(K +4)+ 1) + 2By

m lml
= 2 = ZK'Z' L, Jay KLyML )VY 'L’M’ (QZ)sz (2-48)

Soient Lx = K + 3/2 et les coefficients

laly * 11

Wi, () = | Yiihi, (VYD (0as, (2.49)
En toute généralité, nous devrions écrire W;,lzil;\”/[, KL ML( ). Cependant, pour les potentiels

que nous utiliserons, les éléments de matrice W ne sont différents de zéro que si les
moments cinétiques L des harmoniques hypersphériques sont identiques (voir 3.7) et ils
ne dépendent pas du nombre quantique M;,.

En effet les potentiels envisagés ne dépendent pas des angles 2 et 3, V est donc conservé
par les rotations associées au moment cinétique L. Les coefficients W sont des éléments
de matrice entre V', un opérateur tensoriel irréductible de rang zéro associé¢ a L, et les
harmoniques hypersphériques, proportionnelles aux fonctions propres de l'opérateur L ;
dans ce cas, le théoréeme de Wigner-Eckart interdit aux coefficients W de dépendre de
la projection du moment cinétique M, (voir [15]). Le systéme d’équations, les fonctions
radiales hypersphériques x et les coefficients W ne dépendent donc pas de M.

Nous obtenons le systéme d’équations couplées suivant :

lol 2 Lo(Lrtl m lol
VXxr(p): dd? - K(prr b+ 2 7 (E WKZ ly Klaly (P)) } Xrr(p)
m 01
= 2 e ZK’Z’ , K’l’ U Kyl (P)XK'L(P)

x 'y

(2.50)

La somme sur K'l}[; porte sur toutes les valeurs sauf celles du terme KI,l, que nous
avons fait passer dans 'autre membre.

Examinons les comportements des solutions quand p tend vers zéro et vers l'infini.
Les fonctions d’ondes doivent étre de carré sommable, leur développement en fonctions y
implique que ces derniéres doivent s’annuler a l'origine et tendre vers zéro quand p tend
vers l'infini.

Nous faisons en plus I’hypothése que le potentiel est borné ou ne tend pas vers l'infini
quand p tend vers zéro aussi vite que 1/p%. Les singularités a 1'origine dans notre systéme
d’équations dépendent donc uniquement du terme L (Lx + 1)/p* et lorigine est un
point singulier régulier. Pour déterminer le comportement a 1’origine des solutions, nous
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développons la solution en série de Frobenius dont le terme de degré minimum est en p°,
nous remplacons dans I’équation et nous annulons le coefficient du terme de degré le plus
bas (cette méthode est utilisée dans [2]) :

—S(S+1)+LK(£[{+1) :0:—(S+LK)(S—LK—1) (251)
Deux comportements sont possibles. Le premier en p~%% n’annule pas la fonction & I'ori-
gine; le seul comportement possible est donc p“%*!. Nous avons donc
et Xpi(p) = 0 (2.52)
pP—00

Loly

Xrr () 30 P2

Le comportement a 'origine de la fonction d’onde partielle \IJfML/\(p) est donc
K K
\I]LML)\(p) 30 P (2-53)

Le systéme d’équations est exactement équivalent a ’équation de Schrodinger. Dans
la pratique, nous devons le tronquer, c¢’est-a-dire limiter le développement de la fonction
d’onde en harmoniques hypersphériques. La résolution du probléme se fait en deux étapes :
le calcul des coefficients W puis la résolution du systéme d’équations.

Outre la méthode des coordonnées hypersphériques, d’autres modélisations de pro-
blémes a trois corps sont possibles, notamment la méthode de Faddev (“Coordinate Space
Fadeev approach” ou CSF), une extension du modéle en couche (“Cluster - Orbital Shell
Model” ou COSM) et une méthode utilisant une fonction de Green (“two particle Green’s
Function Method” ou GFM). Nous ne les présentons pas ici, une bonne présentation en
est faite dans [8].

2.2.5 Les coefficients de Raynal-Revai

Comme nous 'avons vu, la résolution de I’équation de Schrédinger nécessite le calcul
d’éléments de matrice : les coefficients W. Ils dépendent des trois composantes du potentiel
Vi(pcosa;), VI(pcosay) et VF(pcosay). Sinous utilisons un repére défini par la particule
t, le premier terme se calcule directement ; le calcul des deux autres est par contre plus
complexe car la base hypersphérique du développement de la fonction d’onde n’est pas la
méme que celle du potentiel.

Une premiére méthode de résolution consiste a développer les potentiels en harmo-
niques hypersphériques (correspondant au méme jeu de coordonnées que celui du dé-
veloppement de la fonction d’onde) puis a calculer les intégrales de produits de trois
harmoniques hypersphériques. Cette méthode est limitée au cas ou les développements
des deux potentiels sont calculables analytiquement (voir I’article de Fabre de la Ripelle
[16]).

La seconde méthode part du raisonnement inverse : au lieu de développer les potentiels,
nous développons les deux harmoniques hypersphériques. Nous utilisons une transforma-
tion unitaire (similaire & I’hyperrotation 2.15) pour développer les harmoniques hyper-
sphériques du développement de la fonction d’onde dans les coordonnées hypersphériques
du potentiel, et nous intégrons sur toutes les variables angulaires.

Exprimons le développement des harmoniques hypersphériques d’un jeu de coordon-
nées en harmoniques d’un autre jeu

Lo Ly, Loy Ly
YK}J;\I/}L(Ql) = Z < lf’?klyk“l'ilyi >KL YKkaL(Qk) (2'54)

lay, Ly,
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ot < Uy, by, |lz;ly, >k sont les coefficients de Raynal-Revai. Remarquons que cette trans-
formation conserve les nombres quantiques L et M} mais aussi K (la conservation de ces
nombres quantiques est bien siir liée aux propriétés de la rotation d’un jeu de coordonnées
de Jacobi & un autre). La somme sur [,, et [,, est finie car ces indices sont bornés par
K/2.

Ces coefficients peuvent étre exprimés en utilisant I’orthogonalité de la base :

<lp by llely, >k = /Yﬁiﬂﬁ;(ﬁi)Yﬁfj\;’z(Qk)ko (2.55)

= Z (l:vimxilyimyi|LML)(lkam$klykmyk |LML)

Mg, My, Mg My,

- / YT () YT (0 ) d (2.56)

Cette derniére intégrale peut étre calculée exactement en utilisant ’hyperrotation 2.15
et des fonctions génératrices des harmoniques hypersphériques (J. Raynal et J. Revai
détaillent ces calculs dans leur article [13]). Finalement, l'expression des coefficients est
assez lourde, elle fait notamment intervenir un produit d’un coefficient 97, de quatre
coefficients 3jm et d’'une somme de sinus et de cosinus de ¢y;, I’angle de ’hyperrotation
(Pexpression exacte est donnée en annexe B).

Cette méthode nous permet de ramener le calcul des éléments de matrice W a la réso-
lution des trois intégrales des composantes du potentiel multipliées par deux harmoniques
hypersphériques sur les cinq variables angulaires hypersphériques de la composante du
potentiel (il n’y a pas d’intégrale sur ’hyperrayon car les coefficients W en dépendent).

Notons "Wé,l;_l,y_ymmilyi (p) la partie des coefficients W due au potentiel entre les par-
ticules j et k : o

A L
7/I/I/v[(/l/ v

;Y0

Loy by, * i Loy ly;
o, () = /Q i Q0 (pcos 0V, ()9 (2.57)

7

nous obtenons 'expression

W;%zzfmz'y,mxzy (p) = iW;%zl;iyyi,mEizyi (n)

1o 1o kyxsL
"‘Zz%zykz;kz;k <oy lylla by, >k < by by, 111, >kt Win, 1, Koty (p)
rogroqgr ot .+ JTWL
+zzszyjz;jz'yj <y ly; |l ly, >kL< l:rjlyj|l$ilyi >K'L WK/;;J_;;J_,K%Z% (p) (2.58)

Le nombre de coefficients a calculer dépend du nombre quantique hypersphérique
maximum K, pris en compte (en effet, nous verrons au chapitre suivant que nous devons
tronquer le systéme d’équations et limiter K). Pour chaque K, nous devons calculer
(K/2 + 1)% coefficients; en sommant ces carrés, nous obtenons la relation donnant le
nombre total de coefficients & calculer Ny

K3  3K2, 13Ky
N — M M
=%, T T2

+1 (2.59)
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Chapitre 3

La Résolution des Equations
Hypersphériques

3.1 Le calcul des éléments de matrice W

Nous utilisons les coefficients de Raynal-Revai pour exprimer les éléments de matrice
W sous la forme d’intégrales du type (voir 2.58 et soit I cette intégrale) :

I= [ Vi, @V (peos )i, (@0 (3.1)
Q
avec la base fondée sur les harmoniques hypersphériques (2.30)
loly l lymazmy
YKLML(Q) Z (Lalymgmy | LMy )Yy (€2)
MMy

YEm(Q) = N (cos ) (sin o) Pt/ (cos 20) Yy ()Y, (3)

N {QH!(K +2)(n+ L+ 1, + 1)) 2
“ T(n+ 1o+ 9T (n+1, +2)
K—1,—1

Les différents potentiels que nous envisagerons ne dépendent que de la norme de la coor-
donnée de Jacobi # (ils peuvent dépendre d’un nombre quantique de moment cinétique
mais cela ne change rien ici), ¢’est-a-dire en coordonnées hypersphériques de ’hyperrayon
p multiplié par le cosinus de ’hyperangle o mais pas des variables angulaires hypersphé-
riques (6, ps) et (6, ¢,). Ceci nous permet d’effectuer analytiquement l'intégrale sur ces
quatre variables angulaires.

Nous développons les fonctions de la base

o Vit OV (peos )Vt (Qd = X, (Llymgmy | LMy ) (1 mlml, | L/ M})
X [ YRS OV (peos a) Vi ™™ (Q)dQ (3.3)

Nous remplacons les harmoniques hypersphériques et 1’élément de volume df2 par leurs
expressions (2.30 et 2.22) et nous utilisons 1'orthogonalité des harmoniques sphériques

/ Yo (@)Y, (£)dE = 011,00y, (3.4)
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Ceci nous permet d’écrire

ylely L B
o Yicinn, (QV (peos )Yy (R = 3, (alymam, |LM) (Lol mam, | L' M)

X 1,11, 01,1, fo Fi2 (a)V (pcos ) iz () sinar cos? a da (3.5)

ol F};ly (a) est une fonction de angle @ définie par la dépendance en « des harmoniques
hypersphériques (soit les harmoniques sans le produit des deux harmoniques sphériques) :

Fi' (o) = Nj" (cos @) (sin a) v Pt 1/24+1/2 (cos 201) (3.6)

Nous utilisons 'orthogonalité des coefficients de Clebsch-Gordan (2.40) et nous obtenons
I’expression suivante a calculer

I= 0,10, . S0 Orrs A, N-lzly/\/—l aly fog (cos a)2=*D) (sin a)2(ly+1)P7iy+1/2,lm+1/2(COS 20)
xV (pcos Oz)Pl y+1/2 l$+1/2(cos 2a)da (3.7)

Cette intégrale sur o peut étre calculée analytiquement pour certains potentiels (no-
tamment pour le potentiel harmonique comme nous le verrons au chapitre suivant) mais se
calcule généralement numériquement. Pour cette intégration numérique, nous utiliserons
une forme de quadrature de Gauss impliquant des polynomes de Legendre (une description
des différentes quadratures de Gauss peut étre trouvée dans [17]).

r)dr = Zw fz:) + R, (3.8)

oil 'abscisse z; est le 1°™¢ zéro du polynome de Legendre de degré n, P,(z) (voir I’Annexe

C sur les polynomes de Legendre) et avec
2
w; = (3.9)
L ad) (Py()?
22n+1 (n[)4
C(@2n+1)(2n))
Pour obtenir une intégrale de cette forme, nous effectuons un changement de variable et
posons v = tan(a/2), nous obtenons l'intégrale a effectuer

/1 1— U2 2lat1) 2v 202y +1) Ply‘l‘%,lz‘i‘% 2(]‘ - UZ)2 1|V I U2
o \ 1+ 02 1+ v? " 1+ v2 S

1,41 1 — 2
x pltElts <2(7“ )2 — 1)

1402

S (€) avec —1< €< 1 (3.10)

5 dv (3.11)
L’intégrante ne comporte que des puissances paires de v, nous pouvons donc prendre un
domaine d’intégration symétrique par rapport a l'origine [—1, +1] et ne tenir compte que
des abscisses positives.

Pour résoudre le probléme, nous devons calculer un ensemble d’éléments de matrice W' ;
chacun de ces éléments se compose de trois intégrales. La premiére est directe a calculer
et les deux autres se rameénent & une combinaison linéaire d’intégrales directes. Chaque
intégrale directe doit étre effectuée numériquement avec la quadrature de Gauss décrite
ci-dessus. Pour cette méthode, un relativement grand nombre de points doit étre utilisé
pour obtenir une bonne convergence, entre 48 et 128 points selon le type de potentiel.
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3.2 La résolution du systéme et le réseau de Lagrange

Nous devons résoudre un systéme infini d’équations différentielles ordinaires du second
ordre couplées (2.50). Une troncature du systéme est inévitable, nous réduisons donc le
probléme a la résolution d’un systéme de N équations différentielles couplées.

2 Il
VK < Ko |2 — Lxllyth) | omy (E - Wfdzly,mmly(p» ]XKi’(p)

02
"
= 2;7—2N EK'z;ng WI%IZ;Z;,szzy(P)XKIyL(P) (3.12)

Si nous nous imposons une limite supérieure pour K, nous limitons le systéme car [, et
l, doivent étre tels que n = (K — [, — [,)/2 soit un entier positif ou nul. Par contre, ce
systéme doit étre résolu entiérement pour chaque valeur de L (0, 1, ...). Nous ne nous
intéresserons qu’au cas L = 0; nous avons vu au premier chapitre que cette valeur nulle
et la parité paire impliquent I’égalité de [, et [,. Nous devons donc considérer les triplets
de valeurs {(000), (200), (211), (400), (411), (422), ..., (Ka 22 £2)} Nous remarquons
que la limite K, doit étre paire. Nous avons au total

K 1 (K K K%, 3K
1+2+...+(TM+1):§<TM+1> <TM+2>:?M+TM+1 (3.13)

Nous étudierons la convergence de cette troncature et nous verrons que les résultats dé-
pendent trés fortement du type de potentiel.

Plusieurs méthodes sont envisageables pour résoudre ce systéme, nous utiliserons la
méthode des réseaux de Lagrange.

3.2.1 Le principe de la méthode des réseaux de Lagrange

La méthode des réseaux de Lagrange consiste a développer la fonction sur une base
particuliére et & résoudre ensuite une forme de probléme aux valeurs propres. Le type de
base choisie étant crucial, je vais commencer par décrire ses propriétés.

Soient un ensemble de points z; : i = 1, ... N et un ensemble de fonctions f;(z) :
i =1, ... N possédant la “propriété de Lagrange” (pour une description de la méthode
voir l'article de M. Vincke, L. Malegat and D. Baye [19]) :

filzy) = A6y (3.14)

avec les constantes J; intervenant dans la régle de Gauss (voir [17] pour une description) :

/000 g(x)dw ~ Y Apg(ar) (3.15)

Nous prenons l'intervalle [0, oo] car nous utiliserons cette méthode pour résoudre un sys-
teme d’équations en p qui varie sur cet intervalle, mais il existe des réseaux de Lagrange
développés pour d’autres intervalles.

On impose Pexactitude de la quadrature si g(x) est un produit d’une exponentielle
(exp(—z)) avec un polynome de degré 2N — 1. Cette condition et la propriété de La-
grange définissent les paramétres \;, le réseau de points a utiliser et les fonctions f;(z).
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Sur Dintervalle [0, 00], un réseau pratique est défini par les zéros du polynome de La-
guerre de degré N (voir ’Annexe C sur les polynémes de Laguerre). Les fonctions sont
proportionnelles & un produit d’une exponentielle et d’'un polynéme de degré N —1 :

€2 (3.16)

et les constantes A\; sont données par

. ) Ti
(n!)2x;e®

N T D2 s ()P

(3.17)

Montrons que ces fonctions sont orthogonales. Nous utilisons la propriété de Lagrange
et la quadrature de Gauss qui est exacte car le produit f;f; est un produit d'une expo-
nentielle et d’un polynome de degré 2N — 2 (soit inférieur a la limite 2N — 1).

/0 fi@) fi(@)de = > Nefilw) f(@n)
k
= 3NN PNy P
k

Calculons les éléments de matrice d’un opérateur V (x)

/0 T R@V@ L@~ S i)V () f)

4 , v, 2
et ceux d’un opérateur dérivée seconde —#

| @b = =S Ad) s

1/2
= A (a) (3.20)
Pour cette relation, la quadrature de Gauss est exacte car la dérivée seconde d'une fonction
fi est proportionnelle au produit d’un polynéme de degré N — 1 et d’une exponentielle.

3.2.2 L’utilisation de la méthode du réseau de Lagrange

Les fonctions décrites ci-dessus ont des propriétés intéressantes mais ne peuvent pas
former une base de développement pour les fonctions radiales hypersphériques car elle ne
s’annulent pas a l'origine. Nous ne les utiliserons donc pas directement mais multipliées
par une puissance de x. Cette opération est appelée “régularisation” (voir les articles [19]
et [18]).

Nous avons vu que les fonctions solutions de notre systéme ont un comportement
a Porigine du type p*5/2 qui n’est pas représentable en un nombre fini de puissances
entiéres (voir 2.52). Pour reproduire le comportement a 'origine, nous aurions intérét a
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choisir un facteur multiplicatif s’approchant de (m%)5/ 2 (le dénominateur en z; permet de
conserver la propriété de Lagrange).

Notre systéme contient des éléments de matrice de - pE . Ces intégrales devant converger
pour toute fonction f;, la puissance de x de notre facteur multiplicatif doit étre de degré
supérieur ou égal a un.

Par contre, en changeant la définition des fonctions f;, nous augmentons le degré des
polynomes et perdons ’exactitude des approximations de Gauss. Soient les fonctions de
Lagrange régularisées f;(x). Nous voulons conserver les trois relations suivantes (les deux
premiéres a 'approximation de Gauss et la troisiéme exactement)

fooo Ji(x)f](l'gdl;% 5ij .
Jo fi@) (=) (@ )dw ~ =N (@) (3.21)
f[] fl :1:2 f]( ) 2(5

Pour que les deux premiéres relations restent approchées (mais plus rigoureusement exactes),
nous devons limiter le degré en x du coefficient car 'approximation de Gauss est d’autant
meilleure que le degré du polyndéme est proche de 2N — 1.

Le premier membre de la deuxiéme équation est hermitique; une bonne approxima-
tion impose donc la symétrie du deuxiéme membre. Cette condition et I'exactitude de la
troisiéme équation ne sont vérifiées que si la puissance de x du facteur multiplicatif est
inférieure ou égale a 3/2. Dans ce cas, le polyndome intervenant dans la troisiéme équation
est d’ordre 2N — 1 soit la limite d’exactitude de ’approximation de Gauss.

Les conditions sur la puissance de z (puissance supérieure a un, inférieure a trois-demi
et demi-entiére) nous imposent le facteur (£)%? .

Nous utiliserons donc la base de N fonctions f;(x), i = 1,...,N (nous ne notons plus
les symboles “*7 ) :

2% Ly (z) T

. 2 N

(z) = (=)= —= 3.22
@) = (P2 (2 (3.22)
ou Ly(x) est le polynome de Laguerre de degré N et x; sont ses zéros (L,(z;) = 0,
i=1,..., N). Nous considérons le developpement de Xl ely

Xit = IZOK” b2 () (3.23)

ol h est un parameétre apportant un degré de liberté permettant de déplacer les zéros des
fonctions de Lagrange (égaux aux x; les zéros du polynome de Laguerre) sur le domaine
intéressant ou les fonctions x ne sont pas négligeables. Ce paramétre a les unités de p,
soit des unités de longueur multipliées par la racine carrée d’unités de masses ([h] = [p] =
[LM'2] = [fm my)?]).

Nous remplagons notre développement dans notre systéme d’équations :

2 (K+3)(K+]) m KL,
ZjK'lélé { [;? - T 6KK’6lzl’ 6lyl’ - 2}2—2NW[L(Z ly,K’l;clgl (p)} C] f](%)
—ERE Y, O (R (3.24)

Nous multiplions par une fonction quelconque de la base et utilisons les propriétés de
notre base pour écrire 'opérateur cinétique

i (z:) = { b (f’?i—ij)z s #

Tij=—-< fi| |fy >~ _)\I/ij x 2N+1)m—a41 . . . (3.25)
g sii=
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et les différentes termes multiplicatifs
< filVIf; >= V(hx;)d; (3.26)

Ces deux relations sont approchées, nous devrons vérifier la convergence de la méthode
en fonction du nombre de fonctions dans la base de développement.
Définissons un indice compact & pour le triplet (K1,l,) (et [ pour (K'I}l})), cet indice

2
vadela KTM + ?’KTM + 1. Nous obtenons le systéme suivant (les coefficients C'; dépendent
de L mais nous ne notons plus 'indice L pour alléger les expressions) :

2m
gl

ol nous avons utilisé la matrice Z définie par la relation :

T, (K+32)(K+32) 2m
Zik),(jt) = [ﬁ - }ZLQIZ 22045 | Opt — 2 Wii(hx;)o; (3.28)

Cette expression est une équation aux valeurs propres : I’énergie F est une valeur
propre et les coefficients C'j; rangés en colonne sont les composantes d'un vecteur propre
de la matrice Z. Pour résoudre le probléme et exprimer les énergies et fonctions d’ondes,
il faut résoudre 1’équation caractéristique.

Le paramétre h se comporte approximativement comme le paramétre d’'une méthode
variationnelle. Dans la région de validité de I'approximation de Gauss, nous pouvons
utiliser un théoréme variationnel (voir le Théoréme de Hylleraas-Undheim ou de Mac
Donald dans [2]) sur le ket d’essai formé par les combinaisons linéaires des fonctions de
la base de Lagrange et montrer que I'énergie solution du probléme réalise un minimum
des énergies lorsque le paramétre h varie. Dans ce domaine, 1’énergie est peu sensible aux
variations de h. En pratique, nous étudions la variation des valeurs propres du systéme
avec le paramétre h, la méthode n’est valable que dans le domaine approximativement
constant et les niveaux sont les minima des valeurs propres dans ce domaine.

Le nombre quantique hypersphérique maximum K, apporte une contrainte sur le
nombre minimum de vecteurs dans la base de Lagrange. Les fonctions y ont un com-
portement & I’origine en p®*5/2: pour le reproduire, notre base de développement devra
contenir des polynomes jusqu’a l'ordre K + 5/2. L’ordre le plus élevé des polynomes de
notre base est N + 1/2, la condition sur N est donc N > K, + 2.

La norme de la fonction d’onde totale étant conservée par I’équation de Schrodinger,
elle le reste ici. Le développement de la fonction d’onde (2.46), la normalisation des har-
moniques hypersphériques (voir Annexe A et 2.41) et la définition de ’élément de volume
hypersphérique (2.22) conduisent a

> < >=1 (3.29)
k

En développant nos fonctions et en utilisant 'orthogonalité des fonctions de Lagrange
(3.21 avec un facteur h di a argument p/h des fonctions de Lagrange dans le dévelop-

pement), nous écrivons
MICH =1=> | (3.30)
ki k
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ol nous avons défini les sommes quadratiques Cy des coefficients C¥ : |Cy|> = >, |CF|2.
Ces coefficients représentent les contributions des différentes fonctions radiales hypersphé-
riques y a la fonction d’onde totale.

Nous avons vu que le rayon en moyenne quadratique était proportionnel a I’hyper-
rayon (2.19). Calculons la moyenne de 'observable hyperrayon au carré. L’élément de
matrice se sépare en parties radiales et angulaires, cette derniére est trivialement résolue
avec 'orthogonalité des harmoniques hypersphériques. En suivant la méme démarche que
précédemment, nous obtenons

<P >=) < xulp’xk >= ) [CF* (hay)? (3.31)
k k1

Ces deux relations nous permettront de controler la précision moyenne des coefficients C*
et de calculer immédiatement le rayon en moyenne quadratique du niveau considéré.

La méthode converge avec un petit nombre de fonctions dans la base (nous en utili-
sons une vingtaine) mais nécessite un calcul de vecteurs propres et valeurs propres d’une
matrice carrée assez grande : la matrice Z. Sa taille est égale au nombre d’équations (de
lordre de K?%;) multiplié par le nombre de fonctions dans la base. Cette méthode nécessite
donc beaucoup d’espace mémoire mais converge relativement vite.

Ces caractéristiques ne sont évidemment pas générales, d’autres méthodes de résolution
du systéme se fondent par exemple sur la méthode des différences finies. Le principe est
de discrétiser le domaine, de transformer les opérateurs de dérivées en opérateurs de
différences finies et d’utiliser les conditions initiales et les comportements asymptotiques
pour résoudre le systéme. Un inconvénient est la nécessité d’un maillage trés fin (donc d’un
grand nombre de pas) pour obtenir un bonne précision. Un avantage de la méthode est
le faible espace mémoire de travail nécessaire (de 1’ordre du nombre d’équations multiplié
par le nombre de valeurs précédentes utilisées & chaque étape).
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Chapitre 4

L’interaction harmonique

L’oscillateur harmonique est particulier car ce potentiel diagonalise la matrice des
coefficients W et découple le systéme d’équations. Chaque équation est équivalente a
celle d’un oscillateur harmonique a trois dimensions de moment cinétique demi-entier.
Les interactions entre les nucléons ne sont pas harmoniques mais ce cas nous permettra
d’évaluer la précision de la méthode.

4.1 Symétries des coefficients W

Le potentiel harmonique est la somme de trois termes proportionnels a 27 = p* cos? o;.
Aucun autre terme n’est pris en compte (composante orbitale, condition sur les moments
cinétiques des neutrons ou interaction non locale)

Les coefficients W sont obtenus avec une combinaison linéaire des coefficients de
Raynal-Revai et d’intégrales du type

/Q Vi (@) (peos @)Y, (Q)d0 (4.1)

La dépendance en p des coefficients sera donc trés simple, ils se mettront sous la forme
d’un produit d’une constante avec p?. Pour pouvoir calculer aisément leur valeur, nous
utilisons une forme particuliére du potentiel harmonique :

3
=1 M ‘

l\DI»—t

Nous prenons comme unités h = w = 1.
Nous montrons que ce potentiel est égal dans ces unités a p?/2 en utilisant la définition
de z; et en identifiant 1’expression avec la forme suivante de p? (2.17)

3
m;m; . o
=3 P — (43)

=1

Nous avons donc a calculer les éléments de matrice de p? dans la base des harmoniques hy-
persphériques composées qui n’en dépendent pas. L’orthogonalité de la base nous permet
d’écrire immédiatement

2

p
Wiy ki1, (P) = 5 011, 01,1, OK K¢ (4.4)
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Notre méthode de calcul générale donne le méme résultat mais évalue pour ce faire
toutes les intégrales et les combine avec les coefficients de Raynal-Revai. Tous les termes
non diagonaux se simplifient et les termes diagonaux prennent cette forme simple. Le
nombre de points utilisés dans le calcul des intégrales ne fait pas varier les résultats,
nous lavons fixé a 48 et la précision est d’environ 107! (nous I’évaluons avec les valeurs
numériques différentes de zéro et théoriquement nulles).

4.2 Reésolution exacte et approchée du systéme d’équa-
tions

4.2.1 La résolution analytique
Nous avons a résoudre le systéme d’équations découplées

& (K+3)(K+3) p? ol
VK : i 2p2 . +2(E—5>]XK5(,0):0 (4.5)

avec L =0, [, = [, compris entre 0 et K/2.

Nous utilisons le systéme d’unités décrit ci-dessus, les énergies sont en hw et les lon-
gueurs en /h/myw.

Cette équation est équivalente a celle d’un oscillateur harmonique a trois dimensions
(décrite dans [2]) si on identifie le moment cinétique de 'oscillateur avec ’expression

K+ % :
d? 1l +1) p?
— — +2(E——=)|u =0 4.6
R > )| o) (16)

Bien qu’un moment cinétique d’un oscillateur soit toujours entier et que notre équation
ne soit, pas strictement celle d'un oscillateur a trois dimensions, nous pouvons appliquer le
méme schéma de résolution de I’équation radiale de l'oscillateur (changement de fonction
inconnue et résolution par séries).

Nous obtenons la solution :

2
P

3
)] PR F (—ny, K + 3, p%)e” T (4.7)

n,!

Xnrk1=0P) = PR 3

pour K =0, 2, ... et n, =0, 1, .... Dans cette équation, I' est la fonction Gamma et
1Fi(a, ¢, z) la fonction hypergéométrique confluente définie par

az ala+1)2?

Tt er DT T (4.8)

Cette fonction se réduit lorsque a est un entier négatif —n, a un polynéme de degré n,
(proportionnel au polynome de Laguerre associé Lt *(z)).
Le nombre quantique n, est le nombre de noeuds radiaux et est lié au nombre quantique
de I’énergie n
E,=n+3=2n,+K+3 (4.9)

Le niveau fondamental est K = n, = [, = [, = 0, £y = 3. Le nombre quantique n ne
prend que des valeurs paires, les niveaux sont donc 3, 5, 7,. ..
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Ce résultat n’a pas exactement la forme du spectre de 'oscillateur harmonique clas-
sique (E =n+ % =2n, +1+ %, n entier positif ou nul). Le potentiel est harmonique mais
ce probléme comporte trois particules contrairement au cas classique & deux particules.

Les niveaux sont dégénérés : chaque niveau comprend des états de chaque valeur de
K inférieure ou égale a n. Chacun de ces niveaux est dégénéré en [, et [, il comprend
% + 1 niveaux. La dégénérescence totale g, du niveau d’énergie £ = n + 3 est

w=3(5+1) (5+2) (410)

Nous retrouvons une dégénérescence semblable a celle de 1'oscillateur harmonique a deux
particules (g, = 3(n+1)(n+2)). La différence principale est la parité du nombre quantique
n.

Les fonctions d’ondes partielles \I!fM s’écrivent avec le développement 2.46 :

o K/2

n—K)/2 —
Wi—onm,=on = Z\I]L 0My, /On = ZZCKZP 5/2X%,KL:0(p)YIl(lL:OML:O(Q) (4.11)

K=0 [=0

ol nous avons introduit des coefficients arbitraires C'x;. En effet, le systéme étant com-
plétement découplé, la fonction d’onde totale est une combinaison linéaire quelconque des
fonctions d’onde partielles.

4.2.2 La résolution numérique

La méthode employée pour la résolution numérique n’utilise pas les symétries de 'inter-
action harmonique de maniére a étre plus générale. Trois constantes doivent étre précisées
pour pouvoir mener le calcul : i le paramétre de la méthode du réseau de Lagrange, K,
le nombre quantique hypersphérique maximum et N le nombre de vecteurs dans la base
de Lagrange.

Nous commencons par analyser I’évolution du spectre en fonction du paramétre h
(figure 4.1). Nous devons identifier la zone de validité de 'approximation de Gauss et le
paramétre h minimisant les différentes énergies. Pour ce premier calcul, nous fixons K,
et N a des valeurs moyennes : respectivement 12 et 20. Sur le graphe de I’évolution du
niveau fondamental en fonction du parameétre h, nous isolons trés bien la région stable. Par
contre, le minimum n’est pas clairement identifiable car dans une large zone, les précisions
des différents calculs sont trop élevées pour pouvoir différencier leurs résultats.

Un meilleur critére consiste a examiner le comportement du spectre entier ou au moins
celui des premiers niveaux (voir la figure 4.2). Plus les niveaux sont élevés, plus ils sont
sensibles au parameétre h et plus la zone de validité de l'approximation de Gauss est
étroite. Nous prendrons pour les calculs A = 0, 16.

La dégénérescence des niveaux est bien représentée si le calcul comprend plusieurs
harmoniques mais cette propriété disparait si une seule harmonique hypersphérique est
prise en compte (en fixant Kj; = 0). Dans ce cas, aucun niveau n’est dégénéré et nous
observons des niveaux plus élevés (figure 4.3). Nous pouvons remarquer que dans la zone
non physique, des inversions de niveaux ont lieu.

Les figures représentent les premiéres valeurs propres du probléme, c’est-a-dire les
niveaux d’énergie les plus bas. Ils sont notés F0 (le niveau fondamental), E1 (le premier
niveau excité), £2 (le deuxiéme niveau excité), ... E7 (le septiéme niveau excité).
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Niveau Fondamental Kmax=12
N=20

3.004

3.002 +

2.998 -

Energie (hw)

2.996 -

2.994 -

2.992 \ \ \ \

Fi1G. 4.1 — Evolution du niveau fondamental en fonction du parameétre h pour le potentiel
harmonique

Spectre Kmax=12
N=20
8
n=4, g,=6
6 4

E n=2, g,=3
()
é 4 4
()
&
I I e e S S e S S S e e e S S e S S S g
n=0, g,=1
2 4
1 4
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 4.2 — Evolution du spectre en fonction du paramétre h pour le potentiel harmonique
(les niveaux sont représentés par le nombre quantique d’énergie n)
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Spectre Kmax=0

N=20
30
25 -
—e—EO
20 A —a—E1
z —a—E2
.=
. —eE3
5 —a—E5
10 A —e—E6
/NS i S e NN S Y U
5{ =% 5 =5 5558558588838 8 88888
R O T T S SR S SR R X S Sy SR YR R N R S
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 4.3 — Evolution du spectre en fonction du paramétre h pour le potentiel harmonique
avec une seule harmonique prise en compte (les niveaux sont représentés par Ei avec i le
numéro du niveau)

Le paramétre Kj; n’a aucune influence sur les niveaux. Le systéme étant découplé,
ajouter des harmoniques revient a ajouter des équations et donc des valeurs propres sans
perturber les autres. Les nombre de niveaux calculés est par contre toujours inférieur
au nombre d’harmoniques multiplié par le nombre de fonctions de Lagrange. La seule
influence du paramétre Kj; est donc de limiter le nombre de niveaux calculés sans faire
varier les valeurs exactes calculées. En pratique la limite supérieure des niveaux calculés
est rapidement trés élevée (elle est déja supérieure a cing cents pour K, = 12 et N = 20),
ces derniers niveaux étant trés imprécis. Comme les précisions des niveaux effectivement
calculés ne dépendent pas de K, nous pouvons nous limiter & K, > 12. Nous donnons
ci-dessous les précisions des résultats obtenus (pour N = 20). Ces précisions sont trés
bonnes pour les premiers niveaux, elles décroissent néanmoins pour les niveaux excités.
Plus précisément, les précisions sont d’autant plus mauvaises que les nombres quantiques
n, et K associés au niveau sont grands. En effet, plus le comportement de la fonction
radiale est complexe, moins le développement dans la base de Lagrange est précis. Deux
facteurs doivent étre pris en compte : d’'une part le nombre de noeuds déterminé par n,
et d’autre part le comportement a I’origine de la fonction déterminé par K. La meilleure
précision sera obtenue pour n, et K faibles, donc pour les premiers niveaux. Quand n
augmente, les deux facteurs augmentent et la précision décroit. Néanmoins le nombre de
noeuds est prédominant et la meilleure précision pour n constant est obtenue pour n, = 0.
Le tableau présente les précisions maximales et minimales obtenues pour chaque niveau,
les nombres quantiques associés aux valeurs de précisions extrémales et le numéro d’ordre
des valeurs propres calculées.
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Num. F | Niv. exact | Erreur min. ‘ n,, K du min. ‘ Erreur max. ‘ n,, K du max. ‘

1 3 10-10 0,0 10-1° 0,0
2-4 5 10°8 0,2 51078 1,0
5-10 7 1077 0,4 210°¢ 2,0
11-20 9 21077 0,6 2107° 3,0

21 - 35 11 51077 0,8 7107* 4,0
36 - 56 13 1075 0,10 61073 5,0
57 - 84 15 1074 0,12 21072 6,0

Il faut un nombre minimum de fonctions dans la base de Lagrange pour obtenir une
bonne précision (N > 12) mais les valeurs convergent trés rapidement (voir la figure 4.4).
Nous verrons que cette convergence sera moins rapide pour des potentiels plus complexes
mais restera excellente et légitimera le choix de la méthode du réseau de Lagrange.

Kmax=12
Spectre h=0.16

—e—EO

—a—E1
—a—E2
——E3

—a—E4

Energie (hw)

—o—E5

3 1 —=—E6

——E7

F1G. 4.4 — Evolution du spectre en fonction du nombre de fonctions dans la base de
Lagrange pour le potentiel harmonique (les niveaux sont représentés par Ei avec i le
numéro du niveau)

La précision des valeurs de niveaux obtenues numériquement par rapport aux valeurs
exactes constitue une premiére validation du code de calcul et de la méthode.
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Chapitre 5
’Etude de °He

5.1 Potentiels de référence

Notre potentiel s’écrit
Vo= Van(lI75 = 7ll) + Van (7 = 7511) + Van (I7% — 7 []) (5.1)

Nous devons donc définir deux potentiels d’interaction o — n et n — n. Nous utiliserons le
“potentiel du Minnesota” (défini par Y. C. Tang, M. LeMere et D. R. Thompson, voir [20])
pour l'interaction neutron - neutron et un potentiel défini par H. Kanada, T. Kaneko, S.
Nagata et M. Nomoto pour l'interaction particule alpha - neutron (voir [21]).

Le potentiel alpha - neutron est déterminé a partir de I’étude des déphasages des sys-
témes non liés composés de “He, de >He, de neutrons et de protons par I'intermédiaire des
réactions de diffusion nucléon - noyau d’hélium. Il comprend une partie centrale dépen-
dant de la distance entre les deux particules et du moment cinétique orbital et une partie
spin - orbite dépendant en outre du spin des deux particules. Pour cette premiére modé-
lisation, nous négligerons le terme spin - orbite. La dépendance en le moment cinétique
orbital [ est modélisée par une dépendance en la parité du mouvement orbital 7 = (—)".
De méme, le potentiel neutron - neutron ne comprend qu’une partie centrale car nous
négligeons tous les termes de spins.

Le potentiel de Y. C. Tang et al. s’écrit

Vi (r) = 200 exp(—1.487r2) — 91.85 exp(—0.46572) (5.2)

Le potentiel de H. Kanada et al. s’écrit

Van(r) = 21(r) + (=)' 25(r)
z1(r) = —96.3exp(—0.36r%) + 77.0 exp(—0.90r?)
2(r) = 34exp(—0.20r%) — 85 exp(—0.53r7) + 51 exp(—2.5r7) (5.3)

La figure 5.1 représente les potentiels n — n (noté V,,,), & — n pour [ pair (noté Vg, +)
et o« — n pour [ impair (noté V,—).

5.2 Potentiel central et radial

Pour ce premier calcul, nous ne voulons pas reproduire le spectre réel mais valider notre
méthode. Le premier type de potentiel que nous utiliserons est central et radial : il ne
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F1G. 5.1 — Potentiels n — n (noté Vnn), o — n pour [ pair (noté Van+) et a —n pour [
impair (noté Van—) en fonction de la distance entre les particules r

dépend que de la distance entre les deux particules. Nous négligerons donc la dépendance
en [ du potentiel particule alpha - neutron (5.3).

Les calculs effectués avec ces potentiels ne reproduisent pas les résultats expérimentaux
(le noyau n’est pas assez lié). En fait, on constate que les potentiels déduits des réactions
particule alpha - neutron ne reproduisent pas les niveaux d’un noyau a la structure interne
aussi particuliére que celle de °He (et ce indépendamment de la méthode utilisée, voir [8]
et [19]). 1l faut introduire une constante de normalisation (c’est-a-dire de multiplication
du potentiel) pour adapter le premier niveau calculé a la valeur expérimentale du fonda-
mental de %He; soit A\ cette constante de normalisation. Une autre possibilité consiste a
modifier les portées des potentiels plutot que leur amplitude (Zhukov et al. par exemple
les modifient d’environ 3 %, voir [8]) mais ces potentiels modifiés ne reproduisent plus les
déphasages expérimentaux. Nous préférons donc normaliser nos potentiels :

Van(r) = Az1(r) + 22(r)) (5-4)

Comme nous ’avons vu au premier chapitre, le postulat d’antisymétrisation et le prin-
cipe d’exclusion de Pauli appliqués aux neutrons du systéme conduisent a deux conditions
sur les moments cinétiques orbitaux des mouvements relatifs des deux neutrons par rap-
port & la particule alpha : ces nombres quantiques doivent étre pairs et différents de zéro.
Nous tiendrons seulement compte ici de la premiére condition. Rappelons que les mo-
ments cinétiques orbitaux des mouvements relatifs doivent étre égaux pour satisfaire la
condition de parité paire de I’état.

Nous utiliserons comme repére principal celui centré sur la particule alpha. Nous ra-
menons le calcul des éléments de matrice W des deux potentiels a — n dépendant des
coordonnées x; et xj; a un calcul faisant intervenir z; par I'intermédiaire des coefficients
de Raynal-Revai. Les masses utilisées sont exprimées en unités de masses nucléaires :
m; =4 et m; = my, = 1.

Pour ce premier calcul, nous ne voulons pas reproduire le spectre réel mais valider notre
méthode, nous n’ajusterons donc pas ici la constante A\. Nous verrons que la convergence
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en nombre d’harmoniques (la convergence de K)s) est d’autant meilleure que le niveau
est profondément lié. Pour ce test, nous choisissons donc une valeur élevée de la constante
de normalisation de maniére a augmenter le potentiel, a abaisser les niveaux et donc a
favoriser la convergence; nous utiliserons A = 1.50 (dans le chapitre suivant, nous ferons
’étude de cette constante).

Etudions I’évolution du spectre en fonction du paramétre h (figures 5.2 et 5.3). Nous

Niveau Fondamental Kmax=12
N=16

-69.25 ‘ \ \ \
0.1 0.2 0.3 0i4

-69.3

-69.35 A

-69.4 1

Energie (MeV)

-69.45

-69.5

F1G. 5.2 — Evolution du niveau fondamental en fonction du paramétre h pour le potentiel
central

pouvons identifier une importante région de stabilité du niveau fondamental (0.1 < h <
0.27) mais nous avons, comme dans le cas du potentiel harmonique, des conditions plus
restrictives sur les niveaux excités. Les valeurs minimales du parameétre h pour obtenir une
stabilité des niveaux sont d’autant plus élevées que les niveaux sont excités. En apparence,
il n’y a pas de valeur de h permettant d’étudier tous les niveaux mais cette limitation
est due aux valeurs relativement basses des deux autres paramétres K, et N fixées pour
cette étude. Nous prendrons une valeur élevée de h restant dans les limites de stabilité du
fondamental : h = 0.24.

Intéressons nous aux variations du spectre en fonction des deux autres parameétres :
Ky (figure 5.4) et N (figure 5.5). Nous observons que le fondamental converge trés
rapidement (Kj; > 8 et N > 10) mais que les convergences sont d’autant plus lentes que
les niveaux sont moins liés. Ce phénomeéne est général pour tous les types de potentiel : la
convergence varie suivant les niveaux et diminue pour les niveaux excités. Néanmoins cette
convergence restant trés rapide, notre base pourra toujours étre limitée & une vingtaine
de fonctions.

Remarquons que les niveaux excités ne sont pas dégénérés mais se regroupent. Les
premiers niveaux sont dominés par les fonctions radiales de nombres quantiques hyper-
sphériques K les plus bas. Les groupes de niveaux sont dominés par des fonctions radiales
de méme K mais de moments cinétiques orbitaux [, et [, différents. L’influence de ces
deux nombres quantiques sur 1’énergie est faible mais n’est pas négligeable. Ces niveaux
excités n’ont aucun sens physique car la constante de normalisation n’a pas sa valeur
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F1G. 5.3 — Evolution du spectre en fonction du paramétre h pour le potentiel central (les
niveaux sont représentés par Fi avec i le numéro du niveau)

optimale. Nous verrons au chapitre suivant que nos résultats ne comprendront qu’un seul
état lié.

Un calcul précis (h = 0.24, K3y = 18 et N = 20) nous donne la valeur de 1’énergie
de liaison : 69.375 MeV. Ce résultat est en accord avec un calcul réalisé par Daniel Baye
([18]). 11 constitue une deuxiéme validation de notre méthode et du code.

5.3 Potentiel central & composante orbitale

Dans cette section, nous étudierons le niveau fondamental de ®He en utilisant des
potentiels incluant une composante orbitale. Nous nous intéresserons successivement aux
convergences en les différents paramétres (K, et N), aux fonctions radiales hypersphé-
riques x et a leurs comportements a 1’origine, aux coefficients W et a leur comportement
aux hyperrayons p élevés, a la structure de la fonction d’onde et enfin a I’extension spatiale
du noyau.

5.3.1 Définition du potentiel

Cette modélisation plus réaliste se fonde sur les potentiels binaires dépendant de la
distance entre les particules et du moment cinétique de leur mouvement relatif (5.2 et
5.3). Nous devons normaliser les potentiels en les multipliant par une constante A. Nous
déterminerons sa valeur permettant d’accorder le premier niveau calculé sur les mesures
du fondamental de *He.

Van(’r) - )\(21(7") + (_)lZQ(T)) sil 7£ 0
Van(r) = 0 sil=0 (5.5)
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Fi1G. 5.4 — Evolution du spectre en fonction du nombre quantique K maximum pour le
potentiel central (les niveaux sont représentés par Ei avec i le numéro du niveau)
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FiG. 5.5 — Evolution du spectre en fonction du nombre de fonction dans la base de
Lagrange pour le potentiel central (les niveaux sont représentés par Ei avec i le numéro
du niveau)

Dans notre modélisation, les nombres quantiques [ intervenant dans le potentiel o« — n
sont les nombres quantiques [, et [y, (les coordonnées de Jacobi Z; et Z) sont propor-
tionnelles aux coordonnées relatives entre les deux neutrons (k et j) et la particule alpha
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(7)). Comme pour le précédent calcul, nous tenons compte des deux conditions sur [, et
l,, (égalité et parité paire) mais contrairement au premier potentiel « - n, celui-ci utilise
une approximation pour interdire ’état [ = 0.

Comme nous 'avons vu au premier chapitre, pour exclure les ondes s du potentiel
a — n, nous devons le modifier par une transformation globale conservant les résultats
expérimentaux (transformation supersymétrique). Le potentiel de I'onde s résultat de
cette transformation comprend une partie répulsive & courte portée et tend vers zéro
rapidement. Nous ’approchons ici par la valeur constante nulle et nous utilisons donc
Von(r) =0Vrsil =0.

La valeur expérimentale du niveau fondamental est —0.973 4+ 0.04 MeV. Pour que
notre calcul la reproduise, la constante de normalisation doit valoir environ 1.13. Nous
la préciserons lorsque nous aurons déterminé les différentes valeurs optimales des autres
parametres.

5.3.2 Etude des variations des paramétres

Etudions la variation du niveau fondamental en fonction du parameétre h (figure 5.6).
Une zone de validité de 'approximation de Gauss et un minimum peuvent étre identifiés
(0.3 < h < 0.44 et h = 0.38). Nous utiliserons cette valeur dans la suite des calculs.

Comme les résultats obtenus avec un potentiel purement central nous I'avaient laissé

Niveau Fondamental

-0-925 T T T T T T T
0|1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0l5
Kmax=10
-0.927 A N=20
Const=1.125
—
2
S -0.929 -
9
o))
o -0.931 -
c
L
-0.933 A
-0.935

F1G. 5.6 — Evolution du niveau fondamental en fonction du parameétre h pour le potentiel
a composante orbitale

présager, la convergence en N est trés bonne (voir la figure 5.7). Le niveau fondamen-
tal est stable pour N > 16 (nous utiliserons N = 20 de maniére a bien modéliser les
comportements des fonctions x a 'origine).

Au contraire, comme nous ’avions déja remarqué au chapitre précédent, la conver-
gence en K, est moins bonne car notre niveau est beaucoup moins li¢ (voir la figure 5.9).
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F1G. 5.7 — Evolution du niveau fondamental en fonction du nombre de fonctions dans la
base de Lagrange pour le potentiel & composante orbitale

Pour obtenir une bonne précision, nous devrions prendre Kj; supérieur a 22. Notre mé-
thode est trés sensible a ce parameétre ; nous avons vu que le nombre de fonctions radiales
hypersphériques y augmente en K3, (voir 3.13), le nombre de coefficients de Raynal-Revai
utilisés évolue en K3, (voir 2.59; le temps de calcul est proportionnel & leur nombre) et
la taille de la matrice a diagonaliser en K3, N x K2, N (I'algorithme de diagonalisation
utilisé nécessite un temps de calcul proportionnel & sa taille au carré). Les deux opéra-
tions les plus longues sont le calcul des coefficients de Raynal-Revai et la diagonalisation,
nous sommes donc rapidement limités par le temps de calcul. Nous ferons nos calculs avec
Ky = 18.

En examinant la convergence plus précisément, nous pourrions déterminer la limite de
I’énergie quand K, tend vers I'infini mais nous avons trés peu de points pour déterminer
le comportement asymptotique. Néanmoins, il est possible d’exprimer les comportements
asymptotiques théoriques de 1’énergie de liaison pour les potentiels les plus simples (voir
23]).

Ep(Ky) = Eg(oo) — aK]\_/[% potentiel “puits carré”
Ep(Kjpr) = Eg(00) — aexp(—bK)s) potentiel gaussien (5.6)

Nos potentiels sont des sommes de gaussiennes, nous appliquerons donc le comporte-
ment asymptotique en exponentielle décroissante a nos résultats pour déterminer la valeur
asymptotique de 1’énergie de liaison. La figure 5.8 représente le logarithme de la différence
Ep(Ky) — Eg(co) en fonction du paramétre Kj;. Le caractére clairement linéaire de la
relation valide notre détermination de E(oc0). Nous pouvons déterminer la valeur de la
constante de normalisation du potentiel a—n pour que Eg(00) soit le plus proche possible
de la valeur expérimentale (—0.974 + 0.04 MeV). Nous prendrons A = 1.125 (pour lequel
FEp(o0) =-0.979 MeV). Remarquons que les résultats sont trés sensibles aux parameétres,
une petite modification de Ep(oo) suffit & modifier complétement le graphe 5.8, tandis
qu’une petite modification de A écarte Ez(oo) de sa valeur expérimentale.
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F1G. 5.8 — Logarithme de la différence entre I’énergie de liaison asymptotique et I’énergie
de liaison calculée effectivement en fonction du nombre quantique K maximum pour le
potentiel & composante orbitale
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F1G. 5.9 — Evolution du niveau fondamental en fonction du nombre quantique K maxi-
mum, approximation asymptotique de I’évolution et limite asymptotique de I'évolution
pour le potentiel & composante orbitale

Nous utilisons donc pour nos calculs les valeurs A = 0.38, Ky = 18, N = 20 et
A = 1.125. Le spectre obtenu correspond au spectre expérimental : il ne comporte qu’un
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seul état lié dont 1’énergie de liaison vaut 0.973 4+ 0.04 MeV.

5.3.3 Etude des fonctions radiales hypersphériques

Nous pouvons nous représenter les contributions des différentes fonctions radiales a la
fonction d’onde totale avec les valeurs |Cy|? (3.31). Les triplets de nombres quantiques
(000) et (200) (en suivant la notation introduite en 3.2 : (K 11)) représentent plus de 97
% de la fonction d’onde, ce dernier triplet représentant a lui seul 81 %. Nous controlons la
précision moyenne des coefficients avec la relation tirée de la normalisation de la fonction
d’onde (3.30) : la somme des coefficients |Cy|* ne s’écarte de 1'unité que par moins de
10,

Deux phénoménes se conjuguent pour expliquer cette répartition. Le potentiel total
comprend une barriére centrifuge en (K +3/2)(K+5/2)/p? qui tend a augmenter 1’énergie
des niveaux lorsque K augmente. Les composantes du niveau fondamental auront donc
des nombres quantiques K minimum. Par ailleurs, pour la composante K = 0, tous les
moments cinétiques sont nuls or notre potentiel o - n favorise les ondes p en ce sens
qu'une onde s ne sera pas liée (V,,(r) = 0 si [ = 0). Nous avons vu que cette absence
des ondes s pour les couples a - n est une conséquence du principe d’exclusion de Pauli.
Le modéle en couche nucléaire compléte cette interprétation (voir [9]). Pour ce modéle,
les nucléons remplissent des couches en respectant le principe d’exclusion de Pauli. La
premiére couche étant remplie par les deux neutrons de *He, les deux neutrons du halo
occupent la deuxiéme couche de moment cinétique orbital [ = 1.

Le niveau fondamental aura donc tendance a comporter des ondes p pour les couples
alpha - neutron; le premier nombre quantique hypersphérique K incluant des ondes p
est K = 2. Le principe de Pauli et la barriére centrifuge expliquent 'importance pour le
niveau fondamental des faibles nombres quantiques hypersphériques et la prédominance
de la composante K = 2. Certains auteurs résument cette prédominance en affirmant que
K =2 est presque un bon nombre quantique (voir [8]).

Si nous avions tenu compte des composantes de spin total non nul, les trois com-
posantes principales seraient (K = 2,L = S =0), (K = 2,L = S = 1) et (K =
0,L =S =0) (voir [22]). Un raisonnement similaire permet d’expliquer I'importance de
(K =2,LL=S=1), 'absence de (K = 0,L = S = 1) provient de la condition apportée
par le postulat d’antisymétrisation : les nombres quantiques [, et [,, doivent étre impairs
si § =1, ce qui n’est pas possible si K = 0.

Remarquons que la méthode exacte d’exclusion des états interdits par le principe de
Pauli n’influe pas beaucoup sur les résultats car 'onde s est de toute facon peu importante
(une discussion des différentes méthodes est faite dans [8]).

Nous pouvons évaluer les fonctions radiales en certains points (voir la figure 5.10).
La somme des intégrales des carrés de ces fonctions doit donner un, le résultat du calcul
s’écarte de I'unité par moins de 107°. Nous reprenons la notation (K1) pour les fonctions
radiales hypersphériques % ;_,. Nous retrouvons les triplets dominants (200) et (000).
Ces deux fonctions sont maximales pour la méme valeur de p (environ 4 fm). Toutes les
fonctions s’annulent en zéro et décroissent exponentiellement quand p tend vers 'infini.
Sur la figure 5.11, nous retrouvons les comportements a 1’origine décrits en 2.52 sous
la forme d’une suite ordonnée des accroissements des fonctions radiales. Plus le nombre
quantique hypersphérique K est élevé, plus le “décollement” de la fonction sera lent.

Les fonctions radiales décroissent beaucoup moins vite que les potentiels n — n et
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FIG. 5.10 — Fonctions radiales hypersphériques x,_, (repérées par le triplet (Kll)) pour
le potentiel & composante orbitale
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FIG. 5.11 — Comportement & Porigine des fonctions radiales hypersphériques Y, _; (re-
pérées par le triplet (Kl)) pour le potentiel & composante orbitale

« —n : ceux-ci sont inférieurs & 107°% MeV si r > 9 fm (voir figure 5.1). L’étendue des
fonctions radiales trouve son origine dans le comportement des coefficients . Ceux-ci ne
décroissent pas exponentiellement mais en p~" avec n ~ 3 + [, + [/, (voir [8] et la figure
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5.12). L’ordre de la décroissance géométrique ne suit pas exactement cette relation mais
c’est une bonne approximation : pour les six coefficients représentés, le calcul donne les
puissances 3 + [, + I, 4 10 % prés.

30

20 | —e— (000)(000)
—a— (200)(200)
—a—(211)(211)
—x— (000)(200)
—x— (200)(422)
—e—(211)(411)

i— a
14 16 18

10 1

-10 4

Coefficients W (MeV)

Kmax=18
N=20
h=0.38
Const=1.125

-20 4

-30

Rho

Fi1G. 5.12 — Coefficients W en fonction de ’hyperrayon p pour le potentiel & composante
orbitale

5.3.4 Etude de la fonction d’onde

La décomposition de la fonction d’onde nous permet de retrouver les densités de pro-
babilité des couples x et y définis par la relation

Ploy) = [ Wy, dids (5.7)
&y

Nous utilisons le développement de ¥ (qui conduit au facteur 1/p°, voir 2.46), la définition
de I’élément de volume hypersphérique (qui apporte les facteurs z? et y?, voir 2.22) et
I'orthogonalité des harmoniques sphériques (les doubles sommes sur ., [/

/
v by et [, se
réduisent a une double somme sur [, et [,) pour écrire

Plae,y) = 0 ST X FE (o) (5.8)

5
P K

ou F' };ly(a) est la partie des harmoniques hypersphériques dépendant de I'hyperangle o
(voir 3.6), p = /22 + y? et tan @ = y/x. Comme nous l’avons vu, nous utilisons le repére
centré sur la particule alpha : x est donc proportionnel & la distance relative entre les
deux neutrons (nous la notons dorénavant ryy) et y a la distance de la particule alpha
au centre de gravité des deux neutrons (notée 7o (yny).
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L’intégrale de P(x,y) vaut un par conservation de la norme de la fonction d’onde.
Notre calcul ne s’écarte de I'unité que par moins de 1075, La représentation de P(x,y)
(figures 5.13 et 5.14) montre clairement deux pics trés prononcés centrés sur les points
(x =1.25, y = 3) et (r = 3, y = 1.25). Ces points correspondent aux valeurs (ryy = 1.8,
Ta(vN) = 2.6) et (ryy = 4.2, rowvy) = 1.1). Les rapports y/z valent respectivement 2.4
et 0.4, ils correspondent & o = 3T et o = £ (ces résultats sont en accord avec [22]).

Ces deux configurations portent les noms de “configuration Cigare” (y < x et rony) <
ryn) et “configuration Dineutron” (z < y et ryy < rovn)). La premiére se caractérise
par une anticorrélation des neutrons disposés en moyenne symétriquement par rapport a
la particule alpha, la seconde par une corrélation entre les deux neutrons proches 1'un de
I’autre et situés en moyenne du méme coté de la particule alpha.

Si nous avions tenu compte des composantes de spin total non nul, nous aurions une
troisiéme configuration (les probabilités de présence dépendent des spins : P°(z,y)) avec

™

un rapport y/x égal a 'unité et un angle alpha de F. Cette troisiéme configuration est

appelée “configuration Hélicoptére” ; dans cet état, les neutrons ne sont pas corrélés.

Kmax=18
N=20
h=0.38
Const=1.125

2M|1qeqoId p gususq

HK
I,"':O

752
G55
*,
*,

()
0,9,0%\\
Q“:

F1G. 5.13 — Représentation tridimensionnelle de la densité de probabilité des couples z et
y pour le potentiel & composante orbitale

Ces trois configurations ne sont pas liées au type d’interaction neutron - neutron, elles
proviennent de I'application du principe d’exclusion de Pauli au systéme et de 'importance
de la composante K = 2. Pour le montrer, approchons la fonction d’onde par la seule
composante K = 2 et déterminons P(z,y) (voir l'article de B. V. Danilin et al. ([22])
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F1G. 5.14 — Représentation plane de la densité de probabilité des couples x et y pour le
potentiel & composante orbitale

pour une discussion générale sur les trois configurations)

sin? a cos?

P(x,y) = B Xz (p)F3" ()] (5.9)

avec p = \/x? + y? et tana = y/z. Nous utilisons 'expression de la partie dépendant de
« des harmoniques hypersphériques (le polynome de Jacobi de degré 1 et de paramétres

1/2, 1/2 vaut Pll/zl/Q(x) = 3%) pour obtenir

2

4
P(z,y) = o sin®(4) (x3' () (5.10)
Pour p constant, cette fonction est extrémale en cing valeurs de a. Elle est maximale
en = L et a = 3{ et nulle en o = 0, a = 7 et a = 7. Cette hypothése suffit donc

a expliquer la position en a des maximums et la séparation des deux pics. Nous avons
vu que le principe d’exclusion de Pauli est a l'origine de I'importance de la composante
K =2, une autre de ses conséquences est ’existence de ces configurations.

Les deux pics n’ont pas la méme amplitude, la configuration “Dineutron” domine
(I'intégrale du pic “Dineutron” vaut 0.81 et celle du pic “Cigare” 0.19). Cette différence
d’amplitude ne peux étre expliquée par la composante K = 2 seule mais provient des
interférences entre toutes les fonctions radiales hypersphériques. Nous pouvons expliquer
physiquement I'importance de la configuration “Dineutron” avec l'interaction neutron -
neutron qui comprend une partie attractive (voir la figure 5.1).

Ces configurations ne se manifestent pas directement physiquement, la fonction d’onde
totale est une superposition linéaire des configurations et les expériences ne mettront en
évidence que des moyennes des positions des neutrons. Néanmoins, des calculs théoriques
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de fragmentation pourraient montrer que la distribution en moments de la particule al-
pha issue du noyau est caractéristique de lexistence des configurations (voir [8]). Des
expériences ont été menées mais I’accord avec ces calculs n’est toujours pas démontré.

5.3.5 Etude des rayons en moyenne quadratique

Nous notons < R? > la moyenne du carré de 'observable position de la particule
alpha dans le centre de masse au carré, < R? > et < R> > les moyennes des carrés des
observables positions des deux neutrons dans le centre de masse et < R > la moyenne
de < R? > et de < RZ >

<R2> =<||F,— Rml® > (5.11)
1 1 - -
<R2> = §(< Ri>+<Ri>)= §(< |17 — Beml|® > + < [|Fx — Boml® >)

Exprimons le rayon en moyenne quadratique du systéme a+n+n en utilisant sa définition
générale (2.18)

<r’> =—(4<R>+<Ri>+<Ry>+4<rl>)

oal»—t@:l»—*

(<p*>+4<rl>) (5.12)

ol < r2 > est le rayon de matiére en moyenne quadratique de la particule alpha (nous
prenons < 72 >'/2=1.46 fm en suivant [22]).

Exprimons les deux grandeurs < R? > et < R? > en utilisant P'expression des co-
ordonnées des particules en fonction des coordonnées de Jacobi et de la coordonnée de
centre de masse (le fait de prendre la moyenne de < R? > et de < R2 > permet d’éliminer
les termes en Z;.7; et donc la dépendance en les angles directeurs des vecteurs Z; et ;) :

1 1
<R)> =< —y’>=<—p’sina>

12 12
1 2 2 1
<R:> =< 5(95? + §yi2 >=< %(1 -3 sin® o) > (5.13)

Pour le calcul de ces grandeurs, nous utilisons le développement de la fonction d’onde
(2.46), la définition de I’élément de volume (2.22) et 'orthogonalité de harmoniques sphé-
riques pour obtenir les expressions de < R2 > < R2 > < p? > et de la norme de la
fonction d’onde :

< R > / / —s1n @ cos a(l——sm o Z|Z lf(lLyML Fpz' () Pdadp

Ll, K
< R%? > / / —sm « cos aZ|Z lf(lLyML F2 (o) |2dadp
Loy
< p*> / / p? sin® a cos aZ|Z lI?lL’"’ML My( )[*dadp
Loy
1 / / sin? o cos aZ|Z lI?lL’"’ML Fiz () Pdodp (5.14)

Lol
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Les deux derniéres équations nous permettent d’évaluer la précision moyenne et de com-
parer le résultat de ce calcul avec I'expression directe du rayon de matiére en moyenne
quadratique en fonction des noeuds du réseau de Lagrange (3.31). Nous obtenons par ce
calcul < R2 >2=1.30 fm, < R? >/?=3.35 fm, < p? >'/?= 5.40 fm, < r? >1/?= 2,51
fm et la norme de la fonction d’onde ne s’écarte de I'unité que par moins de 107°.

Nous pouvons calculer < p? > de deux maniéres différentes : soit par une somme
sur les fonctions radiales hypersphériques (5.14), soit directement par une somme sur les
coefficients des fonctions de Lagrange (3.31). Les expressions directes de < p? > a partir
du réseau nous donne < p> >2=5.40015 fm et I’erreur sur la norme de la fonction d’onde
est inférieure & 107°. Les expressions de < p? > & partir des fonctions radiales nous donne
< p? >12=5.40019 fm et Perreur sur la norme de la fonction d’onde est inférieure & 10>,
Les deux méthodes sont bien siir cohérentes mais le réseau de Lagrange permet d’éviter
de calculer des intégrales en réduisant donc a la fois 'imprécision et le temps de calcul.
Les résultats obtenus sont légérement supérieurs a ceux de B. V. Danilin et al. ([22]) mais
nous n’utilisons pas les méme potentiels.

Il faut noter que les précisions atteintes (au dela de 1073) n’ont pas de sens physique
car notre modélisation n’est pas aussi réaliste. De plus, contrairement a ce que nous avions
pour I’énergie de liaison, nous ne disposons pas d’une approximation nous permettant de
déterminer le rayon a la limite Kj; — oo (le tableau suivant présente les valeurs de rayon
de matiére en moyenne quadratique calculées pour différents paramétres Ky). Néanmoins,
les rayons obtenus avec les valeurs élevées de Kj; sont cohérentes avec les expériences :
nous obtenons 2.51 fm pour une valeur mesurée de 2.57 + 0.1 fm.

| Paramétre K | Rayon de matiere calculé (fm) |

0 7.999
2 2.789
4 2.644
6 2.506
8 2.499
10 2.500
12 2.503
14 2.501
16 2.507
18 2.506

Nous observons trés clairement une structure en halo avec une particule alpha a trés
courte distance du centre de masse (voir la faible valeur de < R >'/2) et deux neutrons
évoluant & plus grande distance (voir la valeur élevée de < R2 >1/2),

Définissons les rayons de protons et de neutrons en moyenne quadratique pour le
systéme a4+ n +n (notés < r? >, et < r? >,)

A<r?> =Z<r?>,+N <1’ >,
2 _ 2 2
<rt>, =<R,>+<r,>
<RE>+<ri> <RI>+<R>

<r?>, = 5.15
r 5 + 1 (5.15)

/2 1/2_

Nous obtenons < r2 >,/°= 1.95 fm et < r2 >,/’= 2.74 fm. Cette différence entre les
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rayons des protons et des neutrons est due a la répartition étendue des deux neutrons
périphériques représentée par la valeur élevée de < R? >.

Le rayon de charge de SHe est un peu plus élevé que celui de *He (1.95 pour 1.46
fm) car il comporte deux parties : d’une part le rayon intrinséque de la particule alpha
(égal au rayon de charge de *He) et d’autre part la moyenne du carré des positions de la
particule alpha par rapport au centre de masse. Le deuxiéme terme est évidemment nul
pour “*He mais ne peut étre négligé pour ®He.

Le rayon de matiére de ®He est bien plus élevé que celui de *He (2.51 pour 1.46 fm),
la différence étant due principalement a la moyenne du carré des positions des neutrons
du halo. Comparons les valeurs avec I'approximation habituelle (voir [9]) < r? >i}/12z
0.96A'/3. Le noyau *He vérifie approximativement la loi (1.46 fm pour 1.52 fm) mais 5He
est beaucoup plus étendu (la loi donne 1.74 fm). Cette étendue physique des noyaux a
halo a été le premier élément mis en évidence historiquement.
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Chapitre 6

Conclusion

Du point de vue physique, notre modélisation a mis en évidence les principales ca-
ractéristiques des noyaux a halo et de ®*He en particulier : une faible énergie de liaison
(E = —0.973 4 0.04 MeV), une grande étendue physique du noyau (< r? >/2= 2,51 fm)
due & celle du halo de deux neutrons (< R2 >!/2= 3.35 fm), 'existence d’un seul état
lié et celle de différentes configurations correspondant aux positions moyennes des deux
neutrons par rapport a la particule alpha (configurations “Dineutron” et “Cigare”). Nous
avons montré 'importance fondamentale du principe d’exclusion de Pauli dans ce systéme
a trois corps.

Du point de vue numérique, les résultats obtenus sont trés proches de ceux d’autres
calculs n’utilisant pas "approximation du spin total nul ([8], [19], [22] et [23]), sauf bien
sir pour les amplitudes des différentes configurations (nous ne pouvons pas reproduire
la composante de spin total un). Malgré cela, les autres grandeurs sont trés bonnes.
L’approximation consistant a négliger les composantes de spin total non nul était donc
justifiée.

Les interactions conduisent aux bons résultats et notamment a interdire les ondes s
pour les deux neutrons du halo; elles sont validées par I’exactitude des configurations et
des rayons nucléaires obtenus.

Nous avons étudié 'influence des approximations utilisées pour la résolution des équa-
tions hypersphériques. La convergence en K peut étre lente pour certains potentiels mais
des valeurs relativement basses de K suffisent pour donner de bons résultats (nous avons
utilisé K = 18). La méthode des Réseaux de Lagrange est trés efficace, pour un relative-
ment petit nombre N de noeuds du réseau (N = 20) les résultats sont précis et stables.
Ils ne sont pratiquement pas sensibles au parameétre h dans le large interval ou I’approxi-
mation de Gauss est vérifiée ce qui montre sa validité. En outre, certains éléments de
matrice sont diagonaux (notamment < p? >), ce qui permet d’éviter d’effectuer certaines
sommations et intégrales, donc d’augmenter la précision et de diminuer le temps de calcul.

La méthode des coordonnées hypersphériques modélise les problémes a trois corps de
maniére efficace et simple. Nous avons montré pour la premiére fois que la méthode des
Réseaux de Lagrange s’y adapte parfaitement et permet encore d’améliorer les calculs.

Ces conclusions sont trés encourageantes et un approfondissement de la modélisation
semble trés prometteur. Parmi les améliorations possibles, la prise en compte de la com-
posante L. = S = 1 et celle des termes non centraux des interactions nous paraissent
cruciales. Du point de vue numérique, des potentiels plus complexes nécessiteraient des
calculs plus précis (le comportement asymptotique ne serait plus connu théoriquement)
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sans pour autant impliquer des modifications profondes de notre modélisation.

Nous avons vu que ®He est un trés bon test des méthodes de résolution de problémes
nucléaires a trois corps. D’autres noyaux a halo de deux neutrons existent (notamment
L), leur étude est plus complexe car les interactions cceur - halo sont moins bien connues
mais serait une extension trés intéressante.

La modélisation que nous avons utilisée ne permet de traiter que les états liés, le
traitement des états libres permettrait de modéliser les résonances de réactions nucléaires.
La mise en évidence des propriétés du noyau a halo ®He est un probléme complexe, cette
modélisation de réactions permettrait de préciser les phénomeénes observables.

Le noyau °He forme un triplet d’isospin et partage des propriétés avec les noyaux
isobares °Li (stable) et ®Be (instable en particule). Si ®Li n’a pas de structure en halo,
son étude avec le modele & trois corps permettrait de le comparer avec ®He (I'interaction
coulombienne devra étre prise en compte ce qui risque de ralentir les convergences).
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Annexe A

Normalisation des harmoniques
hypersphériques

Nous voulons montrer ’orthonormalité des harmoniques hypersphériques :
/ Y[l;ly’ﬂ’bm’ﬂ’by *(Q)Yll;,lymzmy (Q)dQ e 5lmlg6lyl;5mzmg6mym’y6KK’ (Al)
Q

avec ’expression des harmoniques hypersphériques :

Yll(””lymg”m’"’ Q) = ./\/}l?ly (cos a)'= (sin ) Pyt 2t/ (cos 2a) Y, (:%)Yl;n’"’ (9)

1
lely | 20l (K+2)(ntla+l,+1)! | A9
NK b= |:F(n+lz+%)f‘(n+l5+%):| ( )
K—lp—l,

n =

L’intégrale peut se séparer en une intégrale sur « et deux autres sur 2 et . Nous effectuons
ces deux derniéres en exploitant ’orthogonalité des harmoniques sphériques

/ Y5 (@)Y (#)dE = 81aGrmime (A.3)
Nous obtenons
Jo Y @ EE Q) < NN S s )0
x P12t t1/2 (cos 204)P,lj‘+1/2’l“”+1/2(cos 2a)da by, 1, 01,1, (A.4)
Les polynomes de Jacobi vérifient une relation d’orthogonalité

+1 a Do , o at+8+1  T(n+a+1)T'(n 1
ffl (1 + x)ﬁ(l - J") Pn ’ﬁ(x)Pg,’B(fL')d:L' - 2n2+a+ﬁ+1 (nJ!rI‘(;rJr)aJ(rBJJrrﬁl;r )57”1' (A5)

Faisons un changement de variables de « vers z = cos2a et notons a = [, + 1/2 et
f=1l+1/2

MgMy * LU mlm! R | + 1— a
[ty @ = vt [ (D s
Q —1

dz

x PP () PP () — 22

Aﬁg%fvéﬁy go+B+1 Fn+a+1)I'(n+8+1)

2006042 n+a+pF+1 nll(n+a+pF+1)
5nn’ - 6KK’
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En simplifiant les fractions, nous retrouvons I’expression de la constante de normalisation

[lely]Q_ 2n!2n+a+ B+ 1) In+a+3+1)
K T(n+a+1)I(n+pB+1)

(A7)
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Annexe B

Coeflicients de Raynal-Revai

L’expression exacte des coefficients de Raynal-Revai est tirée de [13] :

T . ~1/2
< lévilyi |lkalyk > KL= Z [Cl;ilyi l,;ilyk]
X Z (i)/\g’HHl“_l‘”" (—)/\1+/\2f()\1, A33 Lo ) f (Ady Aas Ly ) f (A1, A L) f (A3, Aoy, )
A1 A2 A3 A4
)\1 )\3 l:vk
X A Ag ly o Z(—)“CQR,M CXia, (cOs Pri) > T2 (sin oy ) A A (B.1)
loy Ly, L w

pour

K =2n; + 1, + 1, = 2ny + I, + 1y, ;n; et ny entiers positifs ou nuls
|l$z - ly7,| <L< (lﬁvz + lyz)
|lIk - lyk| < L < (lIk + lyk) (B'Q)
et avec les notations suivantes :
F2a+pB+7v+2)
Dla+ B+ (a+v+3)D(a+ ) (a++7+2)

fla,b;¢) = /(24 + 1)(2b + 1)(a0b0]c0) = \/(2a + 1)(2b + 1) (2c + 1)(—)"*" < aboc )

o
C,Bv_

000
Jio S e
Js Jy  J3q4 ) un coefficient 95
Jig Ja J
( 31 32 0J3 > un coefficient 3jm (B.3)

Apparaissent dans I'expression un coefficient 95 et un produit de coefficients 3jm de

ol



projections nulles; les sommations sont limitées par les conditions suivantes :

K=2v+2u+ X\ + X+ A3+ Mg
A= As] <y < (M1 + A3)

As = Ao| <1y, < (As+A2)
AL = Mf <y < (A +Ag)
Az — Ao| <y, < (A3 4+ A2)
A1+ Az + [y, pair

Ay + Ao + [y, pair

A1+ Ay + [y, pair

A3 + Ag + [y, pair

N N~ o~

(B.4)

Nous donnons ci-dessous les ensembles de coefficients de Raynal-Revai correspondant
aux transformations conservant les premiers nombres quantiques hypersphériques K = 0,
K = 2 et K = 4 pour les trois masses égales a un. Nous les donnons ensuite pour les

masses de ®He. Dans ce cas, il existe deux transformations

: de ¢ vers j et de ¢ vers k.

Les deux matrices sont les transposées I'une de I'autre. Nous donnons les coefficients de

la deuxiéme transformation.

Les coefficients sont représentés en tableaux, le numéro de ligne représente les indices
l3;1,, prenant les valeurs successives (0,0), (1, 1) et (2,2), le numéro de colonnes les indices
[

Ce sont toutes des matrices de déterminant égal a plus

rotation.

mi:4,mj:mk:1 =~

(K=0 [1]
[ 1 3
K=2| % 7
m;=m; =m; =1 .2 2
7o 0 +2 2
K=t | =2 -+
V2 1 1
\ | 5 T3 73
(K =0 [1]
[ 1 _M]
K:2 5 5
216 1
T s
7 8 1612
T 25 +% +25
K=t | =5 -3 %
16v/2 42 9
\ |t T2 T
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Annexe C

Polyndémes orthogonaux de Jacobi, de
Laguerre et de Legendre

Les polynomes orthogonaux sont présentés dans [17], toutes les formules suivantes sont
tirées de cette référence. Les familles de polynomes orthogonaux f,(x) sont définies sur
un intervalle [a, b] et vérifient une relation d’orthogonalité du type

[ 0@ 10 o) = i )

ou w(x) est une fonction poids et h, une constante de normalisation.
Ces fonctions satisfont un ensemble d’équations différentielles du type

g2(x) f + 91(2) fr + anfu =0 (C.2)

ou g1(r) et go(x) sont des fonctions de z indépendantes de n et a, est une constante
dépendant uniquement de n. Elles vérifient des relations de récurrences du type

frnt1 = (a/n + a:bn)fn —Cufn1 (0.3)

ol a,, b, et ¢, sont trois constantes dépendant uniquement de n. Enfin, certaines familles
vérifient une formule de Rodrigues du type

fo= (w(z)[g(2)]") (C.4)

ou e, est une constante dépendant uniquement de n et g(x) un polynéme en x indépendant
de n.

Polynoémes de Laguerre : L,(x) n >0
Ils vérifient la relation d’orthogonalité

/000 e " Lp(x) Ly (2)dx = S, (C.5)

ainsi que les équation différentielles

vy + (L —2)y' +ny=0  avecy= Ly(z)
vy +(1+2)y'+(n+1)y=0 avecy=-e “L,(x) (C.6)
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et la relation de récurrence

(n+1)Lpy(x) =2n+1—2)L,(x) — nl, 1(x) (C.7)
La relation de Rodrigues est

Ln(x) _ 1 d" [e_a: n]

T
nle= dx

(C.8)

Une relation permettant de calculer la valeur du polynéme de Laguerre de degré n au
point z est

L, (z) = ag(z)avec { an(;)(i) 1: L - o aan (2) (C.9)

Les premiers polyndémes sont

Lo(z) =1
Li(z) =1-u (C.10)
Lo(2) :1—2%+§- (C.11)

Polyn6émes de Jacobi : P**(z) n>0,a>—-1,3> —1
Ils vérifient la relation d’orthogonalité

1
/(1_@%1+@Mf%@3$@mx:&m%f
—1

208 _ D(n+a+ 1) (n+ B+ 1)20+5+1

= C.12
nCn+a+pB+DIn+a+p4+1) (C12)
ainsi que les équation différentielles

1=y +(B—a—(a+B+2)z)y +n(n+a++1)y=0
avec y = P (x)
1—22)y"+(a—BF+(a+B-2)2)y +(n+1)(n+a+By=0
avec y = (1 — 2)%(1 + z)? P*%(z) (C.13)
et la relation de récurrence

2n+1)(n+a+B+1)(2n+ a+ B)P (2)
[(2n+a+B8+1)(0” = B%) + (2n+ a+ B)z] P (z)
— 2+ a)(n+B)2n+a+ B+ 2P (2)

La relation de Rodrigues est

(C.14)

P (z) = Sz _1 o1 1) dCZ” [(1—2)*(1+ 2)%(1 - )"

(C.15)

Il existe encore de multiples relations de récurrences permettant d’exprimer un poly-

nome de Jacobi en fonction de polynomes de degrés ou de paramétres différents. Notons
que P?(z) = P,(x) avec P,(x) un polynéme de Legendre.
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Une relation permettant de calculer la valeur du polynome de Jacobi de degré n et de

parameétres « et $ au point x est

!
Pﬁm (35) = Mao(x) avec { am_l(x 2m(a+m)

nla! an(z) = 1_
Les premiers polyndémes sont
P(z) =1
PP(r) = L2+ 1)+ (ot B+ 2)( 1)

Polynoémes de Legendre : P,(x) n >0
Ils vérifient la relation d’orthogonalité

1
2
P,(z)P, = G

ainsi que les équation différentielles

(1—2%y" —2zy'+n(n+ 1)y =0 avec y = P,(x)
y" + <n1(7_w:;21) + (1_;2)2> y=0 avec y = V1 — 22P,(z)

et la relation de récurrence
(n+1)Popi(z) = 2n+ 1)zPy(x) — nPy_1(x)

La relation de Rodrigues est

1 (n—m+1)(a+B+n+m) (1 . x)am (IL‘)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

T2y ()

Pu(r) = o 0 [0 )]
" (—)"2nn! dzm
Une relation permettant de calculer la valeur du polynéme de Laguerre de degré n au
point x est
_ (n—m+1)(2n+2m—1)
_ (e (1) = 1 = ==y
Pon () =~y o () avec { () = 1 (2m-1)

1— (n—=m+1)(2n+2m+1) x2

m(2m+1)

-\ (2n ! Ay —
Popyi(z) = %(n + D)zag(z) avec { i

Les premiers polyndémes sont

P()(ZU
P(x) ==z

1 322
Pln) =5+

95

an (T)

(C.22)
(C.23)
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