UL

Université Libre de Bruxelles
Faculté des Sciences Appliquées

Année académique 2002-2003

Techniques de résolution numérique de I'équation de
Schrodinger dépendant du temps

Travail de fin d’étude

présenté par Gérald Goldstein

Directeur de mémoire : en vue de 'obtention du grade
Daniel Baye d’Ingénieur Civil Physicien



Je tiens a remercier Daniel Baye et Pierre Capel de m’avoir si bien encadré tout au
long de la réalisation de ce travail. Leur grande disponibilité et leur esprit de rigueur
ont sans conteste constitué pour moi un formidable atout. Un grand merci également a
mes parents et a mon frére pour leur soutien, ainsi qu’a Emma et Julien pour leur

solidarité.



Table des matieres

Introduction 4

1 L’opérateur d’évolution 6
1.1 L’équation de Schrodinger . . . . . . .. ... oo 6
1.2 Propriétés de 'opérateur d’évolution . . . . . . ... .. ... ... ... 6
1.3 Solution formelle de I’équation d’évolution . . . . . . .. ... ... ... 7

2 Approximations de 'opérateur d’évolution 10
2.1 Ordre de grandeur des différents termes du développement de Magnus . . 10
2.2 Méthodes d’intégration numérique . . . . . . . . .. ..o 11

2.2.1 Méthode des rectangles centrés . . . . . . . .. ... ... 12
2.2.2 Méthode de Simpson . . . . . . .. ... 12
2.3 Approximation du second ordre . . . . . ... ... 13
2.4 Approximation du quatrieme ordre . . . . .. ... ..o 13

3 Discrétisation spatiale 17
3.1 Les différences finies . . . . . . .. ... ... L 17
3.2 Lesréseaux de Lagrange . . . . . . . . . . ... 18

3.2.1 Construction d’un réseau de Lagrange a partir de fonctions ortho-
NOTINEES . .+ v v v v v e e e e e e e 20
3.2.2 Réseaux basés sur des polynomes orthogonaux . . . . . .. .. .. 20
3.2.3 Leréseau de Hermite . . . . . . . . . . ... ... .. 22
3.3 Leréseau sinc . . . . . . . . ... 24
3.4 Facteur d’échelle . . . . . . . ... 26
3.5 Calcul de 'exponentielle d’'une matrice . . . . . .. ... ... ... ... 27
3.5.1 Décomposition matricielle . . . . . ... .. ... .. ... ..., 28
3.5.2 Approximation de Padé . . . . ... ... ... L. 28

4 Exemples de résolution analytique de DI’équation de Schrodinger
dépendant du temps 29
4.1 Etalement d'un paquet d’ondes gaussien . . . . . .. ... ... ... .. 29
4.2 L’oscillateur harmonique forcé . . . . . . . .. .. ... ... 30

4.2.1 Casclassique . . . . . . ... 30
4.2.2 L’oscillateur harmonique non forcé . . . . . . . . ... ... ... 31
4.2.3 Loscillateur harmonique forcé . . . . . . . . .. ... ... .. 32
4.2.4 L’échelon unité . . . . . . . . ... 34
4.2.5 L’impulsion sinusoidale . . . . . . .. ... ... L. 37



4.2.6 A trois dimensions . . . . . . ..o 38

5 Résultats 40
5.1 Calcul de l'erreur . . . . . . . . .. ... 40
5.2 Etalement d'un paquet d’onde gaussien . . . . . . .. ... ... L. 41
5.3 Loscillateur harmonique forcé . . . . . . . .. ... ..o 43

5.3.1 Conditions de calcul . . . . .. ... ... ... ... ... .. .. 43

5.3.2 Comparaison des différentes techniques de discrétisation spatiale . 44
5.3.3 Vérification et comparaison des ordres des approximations de

lopérateur d’évolution . . . . . . . . ... ... L. 50

5.4 Discussion des résultats . . . . . . . . ... L L 52

Conclusion 53

Annexes 54
A Propriétés sur les exponentielles d’opérateurs . . . . . . . . .. ... ... 54

A.1  Dérivée de 'exponentielle d'un opérateur . . . . . . . . ... ... 54

A2  La formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) . . . . . ... .. 55

B Les polynomes de Hermite . . . . . .. .. .. ... ... ... ... .. o8
C  Eléments de matrice du réseau de Hermite . . . . .. ... ... ... .. 59
C.1  Eléments de matrice T}; approchés . . . . . .. . ... ... ... 59

C.2  Eléments de matrice Tj; exacts . . . . . ... .. ... ... ... 61

C.3 Comparaison entre I'utilisation de Tij et Ty . ... 62

D  Calculs complémentaires pour le réseau sinc . . . . . . ... ... . ... 63
D.1  Orthonormalité des fonctions de base . . . . . . . ... ... ... 63

D.2 Elements de matrice T3; . . . . . . . ... ... ... 63

E  Intégrale du lagrangien §(¢) pour I'impulsion sinusoidale . . . . . . . . .. 65
Bibliographie 67



Introduction

L’équation de Schrodinger est I’équation fondamentale de la mécanique quantique. Il
s’agit d'une équation aux dérivées partielles qui décrit I’évolution au cours du temps de
la fonction d’onde v d’un systeme physique. Elle prend la forme suivante

o
ith—=H
ot 4
ou H est 'opérateur hamiltonien (associé a I’énergie totale) du systéme considéré. Celui-
ci est la somme des opérateurs d’énergie cinétique et potentielle :

H(t) =T+ V()

L’opérateur hamiltonien dépend donc du temps si les potentiels qui entrent en jeu
dépendent eux-mémes explicitement du temps. Lorsque l'opérateur H ne dépend
pas du temps, on est ramené par séparation des variables spatiales et temporelle
a une équation aux valeurs propres, appelée équation de Schrodinger stationnaire
[1]. Par contre si I’hamiltonien est fonction du temps, on est obligé de résoudre
I’équation de Schrodinger dépendant du temps. C’est le cas par exemple lorsqu’on
traite certains problemes de maniere semi-classique [2, 3] ou quand on étudie effet
sur un atome ou une molécule d’'un champ électrique extérieur variable [4]. Il est
également parfois intéressant de résoudre 1’équation de Schrodinger dépendant du
temps méme si les potentiels ne dépendent pas du temps. On peut citer entre autres les
problemes de calcul de coefficients de transmission au travers de barrieres de potentiel [5].

On peut montrer, d’apres les propriétés de ’équation de Schrodinger, qu’il existe un
opérateur, appelé opérateur d’évolution qui, appliqué a I’état d’un systeme a un instant
donné, fournit I’état du systeéme a un instant ultérieur [1]. La résolution de 'équation de
Schrodinger est alors ramenée a la recherche de cet opérateur qui est lui-méme solution
d’une équation, appelée équation d’évolution.

Hormis quelques cas extrémement rares [6], il n’est en général pas possible de
résoudre analytiquement 1’équation de Schrodinger dépendant du temps. On est
obligé de faire appel a des méthodes numériques. Une approximation fort intéressante
consiste a construire une factorisation unitaire de l'opérateur d’évolution afin de
I’appliquer de maniere itérative a I’état initial du systeme. Cette méthode a l’avan-
tage d’entrainer la conservation de la norme de la fonction d’onde. Celle-ci génere
a chaque itération une erreur proportionnelle & une certaine puissance du pas de
temps utilisé. Traditionnellement [2, 3], on utilise une approximation de l'opérateur
d’évolution du deuxieme ordre, c’est-a-dire une approximation générant a chaque
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itération une erreur proportionnelle au cube du pas de temps. Ceci implique que 'on
doit prendre de petits pas de temps et par conséquent effectuer de nombreuses itérations.

On montrera dans ce travail une méthode de construction d'une approximation de
Iopérateur d’évolution du quatrieme ordre. Une exigence supplémentaire sera que dans
cette approximation, les termes de H qui ne dépendent pas du temps soient séparés
de ceux qui en dépendent. Cette approximation nous permettra soit de résoudre un
probleme avec la méme précision qu’en employant ’approximation du deuxieme ordre
tout en réduisant sensiblement le nombre d’itérations nécessaires, soit d’atteindre une
meilleure précision avec le méme nombre d’itérations.

La résolution numérique impose également de discrétiser le domaine spatial. On
optera d’une part pour une technique standard, a savoir les différences finies [7], et
d’autre part, pour la méthode variationnelle des réseaux de Lagrange [8, 9]. Les réseaux
de Lagrange ont déja fait leurs preuves pour la résolution de I’équation de Schrodin-
ger stationnaire [10]. On tentera de voir, en comparant les différentes techniques de
discrétisation spatiale, ce qu’il en est pour I’équation de Schrédinger dépendant du temps.

Afin de pouvoir effectivement comparer et tester la validité des calculs numériques,
on construira un test sur base d’un probleme dépendant du temps qui peut étre résolu
analytiquement. Il s’agit de l'oscillateur harmonique forcé [6]. On particularisera aux
cas ol la force prend la forme d’un échelon unité et d’une impulsion sinusoidale.

Le premier chapitre est consacré aux propriétés de l'opérateur d’évolution et a la
résolution formelle de ’équation d’évolution. A partir de cette solution, qui est donnée
par I'exponentielle d’une série, on construira dans le second chapitre les approximations
de 'opérateur d’évolution du deuxieme et du quatrieme ordre. Dans le troisieme chapitre,
on présentera les différentes techniques de discrétisation spatiale. On développera au qua-
trieme chapitre les solutions de deux problemes pour lesquels I'équation de Schrédinger
dépendant du temps peut étre résolue analytiquement : I’étalement d’un paquet d’onde
gaussien et l'oscillateur harmonique forcé. Tous les résultats seront présentés au cin-
quieme chapitre.



Chapitre 1

L’opérateur d’évolution

1.1 L’équation de Schrodinger

La mécanique quantique postule qu’a un instant ¢, fixé, ’état d’un systeme physique
est défini par la donné d’un ket (vecteur d’état) |1)(to)) appartenant a ’espace des états €.

En outre 'évolution dans le temps du vecteur d’état |i)(t)) est régie par 1'équation
de Schrodinger

L d
ih— (1) = H(t) [(2)) (1.1)

ou H(t) est 'observable associée a 1’énergie totale du systeme (I’'opérateur hamiltonien
du systeme). Celle-ci peut dépendre explicitement du temps.

L’équation de Schrodinger est une équation différentielle du premier ordre par
rapport au temps. Ce qui signifie que la donnée d'un état initial |¢(ty)) suffit a
déterminer |¢(t)) a tout instant ultérieur ¢. Ceci n’est valable que si I’évolution n’est
pas interrompue par une mesure d’une grandeur physique du systeme.

Cette équation est également linéaire et homogene. Ses solutions sont donc linéairement
superposables. Si [11(t)) et |¢o(t)) sont deux solutions de I'équation (1.1) et si I'état
initial du systeme est défini par [¢(tg)) = Ai|Yi(to)) + A2 |¥a(to)), alors I'état du
systeéme au temps t est donné par |[¢(t)) = Ay |1(t)) + A [1a(t)). 11 existe donc une
correspondance linéaire entre [1)(tg)) et |)(¢)).

1.2 Propriétés de opérateur d’évolution

Du fait de la correspondance linéaire entre [1)(to)) et [1(t)), il existe un opérateur
linéaire U(t, ) tel que
[¥(t)) = U(t, to) [¢(to)) (1.2)

En substituant dans I’équation de Schrédinger (1.1) la définition (1.2), on obtient

0

ihaU(t,to) [v(to)) = H()U(t, to) [¢(to))



|1(to)) pouvant étre quelconque, on en déduit 1’équation d’évolution

)
ih=- Ut to) = HOU 1, to) (1.3)

En évaluant I'expression (1.2) au temps t = ¢, il advient

¥ (o)) = U(to, to) [¢(t0))
et toujours en considérant que [¢)(tg)) est quelconque, on obtient le résultat suivant
Ulto, to) =1 (1.4)

En remplagant le couple (¢,t5) dans la définition (1.2) successivement par les couples
(t,t") et (t',t") on a

(W) = U ) [p(t) et o)) =U®, ") ("))
donc
(1)) = U, YU, ") [p(t"))
Mais d’autre part |¢(t)) = U(t,t”) |¢(t")). En comparant ces deux dernieres expressions,
on trouve (|1 (t")) étant quelconque)

Ut ") = Ut U, ")
Et en généralisant :
U(tn, tl) - U(tn, anfl) e U(tg, tQ)U(tQ, t1> (15)

On peut également montrer en utilisant la propriété de conservation de la norme du
vecteur d’état au cours du temps que l'opérateur d’évolution U (t,ty) est unitaire.

D’autres propriétés de I’'équation de Schrodinger et de 'opérateur d’évolution peuvent
étre trouvées dans [1] et [11].

1.3 Solution formelle de ’équation d’évolution

L’équation différentielle d’évolution (1.3) a été notamment étudiée par Magnus et par
Fer. Leurs résultats sont synthétisés dans Uarticle [12]. Chacun d’eux a développé une
solution de cette équation sous une forme différente. La solution de Magnus est donnée
par ’exponentielle d’une série d’opérateurs tandis que la solution de Fer est exprimée
par un produit infini d’exponentielles d’opérateurs. La solution développée ici est celle
qui sera utilisé plus tard pour écrire le développement de l'opérateur d’évolution. Il
s’agit de la solution de Magnus.

Comme le suggere larticle [12], on se propose de résoudre le probleme suivant,
qui équivaut pour A = 1 a I’équation d’évolution (1.3) soumise a la condition initiale
(14) :
SUA(t,to) = =3 AH(t)UA(t, to)
(1.6)

condition initiale : Uy (o, %) = 1
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La solution de ’équation d’évolution est donc donnée par U, (t, to).

On recherche des solutions qui ont la forme d’une exponentielle d'une série d’opérateurs :
Ut to) = e?™ avec QA1) =) A"A,(1) (1.7)
n=1

En subsituant cette expression dans 1’équation (1.6), on a

gen(x,t) _ _EAH(t)QQ(A,t)

ot h
Le membre de gauche peut étre transformé en utilisant la propriété suivante (A-2) :
de? ! 0Z(N)
D d xZ —xZ 7 1.8
X /0 pett — e e (1.8)
ou Z est un opérateur qui est fonction de A. On obtient alors
1 .
/ dre™ @O NN, 1) oI OO _i)\H(t)eQ(,\,t)
0 ot h
1 .
/ a0 BN caon gy
0 ot h

L’intégrant du membre de gauche peut étre dévoloppé par l'identité suivante (A-3) :

0 k
eAABe—AA — Z % {Ak,B}

dans laquelle {Ak, B } est défini comme suit :
{A° B} =B et {A™ B} = [A,{A", B}]

On trouve successivement

k=0 0
=1 . O\ 1) i
kzg(kﬂ)! {Q(“)’ ot } = MO

L’identification des coefficients des puissances de A\ permet I’évaluation des différents
A, (t). Par exemple, en ne réécrivant que les deux premiers termes de la série dans le
membre de gauche, 'égalité (1.9) devient

mz_l Am%ﬁ(” 4 % SO [An(t), aAa";“)} +o = —I\H@)

n=1 m=1
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L’identification des coefficients des termes en A\' donne :

OAL(t) i
=_——H 1.1
10— a) (1.10)
Donc .
i
Aq(t) = ~% H(ty)dt (1.11)
to
Pour A2, on a
0N(t) 1 OAL(t)]
o 2 [Al(t)’ o | =Y (1.12)
Ce qui donne apres avoir remplacé A;(t) par (1.11) et 22 par (1.10)

Ao(t) = — %2 dtl/ dty [H(t), H(t)] (1.13)

On procédant de la sorte, on peut montrer qu’on obtient pour A :

Balt) = gz [ [t [ dta (U 0), B )] )]+ 1), H ) H ()

(1.14)
En insérant (1.11) et (1.13) dans (1.7), on trouve la solution de Magnus au deuxieme

ordre : . . ,

Ul(t,to) ~ e_%jto H(ty)dt— gty [{ diy [y dta[H(t),H(t2)] (1.15)
On peut remarquer que si H ne dépend pas du temps, 'opérateur d’évolution est donné
par

Ut t) = e w10 H (1.16)



Chapitre 2

Approximations de ’opérateur
d’évolution

L’évolution au cours du temps de la fonction d’onde est effectuée par pas de temps
d'une durée At. On passe donc de I'état [i(t)) a V'état |¢(t + At)) en appliquant
I'opérateur d’évolution :

[t + At)) = Ut + AL, 1) [(1))

La solution de 1’équation d’évolution de Magnus est donnée par ’exponentielle d’une
série d’opérateurs, donc par une infinité de termes. En pratique, il faudra tronquer
cette série et ne conserver qu'un nombre limité de termes. On construit ainsi une
approximation de 'opérateur d’évolution. A chaque application de cette approximation
de l'opérateur d’évolution sur un état |1)(¢)), on commet une erreur proportionnelle a une
puissance de At. Outre I'approximation de base sur la série de la solution de Magnus,
on fait encore deux autres approximations : la premiere en décomposant ’exponentielle
en un produit d’exponentielles et la seconde en effectuant les différentes intégrales dans
le développement de Magnus numériquement. Chacune de ces deux approximations
amene sa propre erreur également proportionnelle & une puissance de At. Il est
des lors important de rester cohérent et de veiller a ce que les trois erreurs soient du
méme ordre pour ne pas perdre le bénéfice qu’apporterait 1’'une ou ’autre approximation.

Deux approximations différentes sont développées ici. La premiere est assez clas-

sique. Elle est du second ordre, I'erreur commise est donc proportionnelle & At3. La
seconde, plus originale, est quant a elle du quatrieme ordre.

2.1 Ordre de grandeur des différents termes du
développement de Magnus

Les deuxieme et troisieme termes du développement de Magnus de l'opérateur
d’évolution U(t + At,t) sont donnés par (1.13) et (1.14) :

t+ AL
. / dts [H (1), H(1,)]
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Z‘ t+At t1 to
Balt) =gz [ [t [ (U0 H ) B+ [HG), 1)) H )

Si on substitue dans ces expressions H (t1), H(t2) et H(t3) par leurs développements au
premier ordre autour de ¢ :

H(t)) = H(t)+ t—t)H )+ 0 ((ti —t)?)
H(ts) = H(@t)+ (ta—t)H'(t) + O ((t2 — 1)?)
H(ts) = H@t)+ (ts—t)H'(t)+ 0 ((tz — 1)?)

on obtient pour Ay (t)

Ay(t) ~ — 2;2 ), H'(t /HAdttl/ (ty — t1)dty = [H(l)mg/( >]At3:O(At3) (2.1)

et pour As(t)
. t+AL t1 to
As(t) ~ #[[H(t),H’(t)],H(t)]/ dtl/t dtQ/t (2ty — t, — t3)dts

t+At

b [IH ), ()], 51 / dtl/t1dt2/t2((t2—tl)(tg—t)+(t2—t3)(t1—t))dt3

Le premier des deux termes est nul et on trouve finalement

Q

t+AL 1
As(t) 1%3[[[{()}1’ ], H'(t / dtl/t(tg—t)?’dtg

1

BVTYE [[H (@), H'(t)], H'(t )]/t (1 —t)*dt,

_ [H@, H' O H' @] 5 oiass
= 240h? A =0(Ar) 22

Ay(t) est donc un terme du troisieme ordre et Ag(¢) un terme du cinquieme ordre.

2.2 Meéthodes d’intégration numérique

On souhaite réaliser numériquement l'intégrale suivante

t+At
| s 23)

ou f(7) est une fonction quelconque supposée intégrable sur le domaine d’intégration
considéré. Parmi les nombreuses techniques d’intégration numérique, on en présentera
deux : la méthode des rectangles centrés et la méthode de Simpson. On vérifiera, comme
cela est suggéré dans [7], qu’elles sont respectivement du second et du quatrieme ordre
en At.
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2.2.1 Meéthode des rectangles centrés

La méthode consiste a approcher 'intégrale (2.3) par I'aire du rectangle ayant comme
base At et comme hauteur la valeur de la fonction f au centre de 'intervalle :

t+AL
/t f(r)dr = f(t+ g)At (2.4)

2

Afin de déterminer 'ordre de grandeur de I’erreur commise, on peut développer la fonc-
tion f(7) en série de Taylor autour du centre de I'intervalle d’intégration ¢ + % :

fr) = ft+ %) + (T —(t+ %)) () + % (T —(t+ %)) O+ (25

En insérant (2.5) dans (2.3), on voit que l'intégrale du terme en f’(¢) est nulle et on
obtient alors
trat At At At
/ f(r)ydr = f(t+ T)At + f”(t)ﬁ +.o=f(t+ T)At + O(At?) (2.6)
t
On voit bien que 'erreur commise sur 'intégrale effectuée par la méthode des rectangles
centrés est de I'ordre de At3.

2.2.2 Méthode de Simpson

Au lieu de remplacer 'intégrale (2.3) par I’aire d'un rectangle, la méthode de Simpson
consiste a approcher la fonction f(7) par un polynéme du deuxieme degré et a en calculer
I'intégrale. L’approximation de I'intégrale (2.3) est alors donnée par

t+At
/t f(r) dr = % (f(t) +4f(t+ %) + f(t+ At)) (2.7)

Pour estimer l'ordre de grandeur de I’erreur commise, on écrit le développement de f(7)
autour de t :

£ = 0 + (= 0O + 5= 02O + (= 0P FO) + Sy (= D) + .

ot f™(t) représente la nieme dérivée de f par rapport & T estimée au point ¢. En
intégrant ce développement entre t et t + At on a

t+AL
[ ferar = FOat SARFO0) £ GARFO0 + 3 A O + AL

- % (f(t) +4f(t+ %) +f(t+ At)) - ﬁmﬁf@”(t) +.
= G (fovares G e an) o)

L’erreur commise est bien de 'ordre de At°.

12
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2.3 Approximation du second ordre

Partant du développement de Magnus (1.15) et d’apres (2.1), on peut écrire
I'opérateur d’évolution

U(t + At,t) = e~ JiT Hit)dh+0(A%) (2.9)

On considere que '’hamiltonien H(t) peut étre décomposé en une partie indépendante
du temps Hj et une partie dépendante du temps V() :

H(t) = Hy + V(1) (2.10)

Cette décomposition permet d’écrire (2.9) sous la forme

U(t+ At, 1) = e~ #AtHo—f [ Vit)dn+0(ae) (2.11)
En posant
1 t+At
t

I'expression (2.11) devient alors
Ut + At t) = e~ # dUHTWHO(AL) (2.13)
qui peut étre décomposé en un produit de trois exponentielles :
U(t+ At,t) ~ e 2 AW o= AtHo o= g AW (2.14)
On démontre cette derniere étape en appliquant le corollaire (A-10) a (2.14) :

e—ﬁAtwl e—%AtH@ 6—%Atwl

. . 3
EAW1— £ At Ho+i 25 (([Wh,Ho) Wi ]+[[W1, Hol, Ho] ) +..

=
o~ 7 AtHo— 5 AtW1+0(At?)

On retrouve bien la relation (2.13). L’intégrale dans W;(t) peut étre réalisé par la
méthode des rectangles centrés (2.4) qui introduit une erreur de lordre de At® (2.6) :

Wit) =V(t+ %) + O(A#?) (2.15)

L’expression (2.14) est donc I'approximation du second ordre de I'opérateur d’évolution.

2.4 Approximation du quatrieme ordre

Il s’agit de construire une approximation du quatrieme ordre de l'opérateur
d’évolution en suivant le méme cheminement que celui qui a mené a ’approximation du
second ordre. Le point crucial est de s’assurer que chacun des trois niveaux d’approxi-
mation (développement de Magnus, décomposition des exponentielles et intégration
numérique) soit bien respecté.
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On repart donc du développement de Magnus (1.15) pour lequel on a vérifié en
(2.2) que le trosieme terme est bien du cinquieéme ordre. On peut donc écrire I'opérateur
d’évolution :

Ut + At 1) = e~ I Htdh =g [115 dtr [ dtalH (1), H(t2) [+ O(A?) (2.16)
En tenant compte de (2.10), on a
[H(t1), H(t2)] = [Ho + V (t1), Ho + V (t2)] = [Ho, V(t2) — V(t1)] (2.17)
car [Hy, Ho]) = 0 et [V (t1), V(t2)] = 0. Ce résultat permet d’écrire
U(t+ At 1) = e~ #0tH0— 5 [TV (Edh =g [7750dt [ dialHoV (62) =V (E)IHO(A) (9 1g)
En posant
1 t+AL
W) = — V(ty)dt 2.19
=5 Vieas (2.19)
et
1 t+At t1
t t

I'expression (2.18) devient
U(t+ At,t) — e*%At(H(H»Wl)*h%AtB[HQ,WQ}+O(At5) (221)
qui peut étre décomposée en
U(t+At,t) — G%AtQWQ 6—%At(H0+W1)+O(At5) 6—%At2W2 (222)

Ceci se vérifie en appliquant le corollaire (A-11) a (2.22) :
eéARWQ ef%At(H0+W1)+O(At5) ef%AﬂWQ

—%At(H()—i-Wl)+h%At3([W2,Ho}+[W2,W1}

= e [Wa,[Wa,Hol]+...

e—%At(Ho—i—Wﬂ—h%At3[H0,W2]+O(At5)
On retrouve bien (2.21).

Il reste & décomposer I'exponentielle centrale de (2.22). D’apres [5] on a

e*%At(H0+W1)+O(At5) — efééAtV[ﬁ efééAtHo 67%§AtW1 e*%%A Ho e ;LlAtWI (223)

ol
Wy = Wy — ——= A2 [Wy, [Ho, W 2.24
1 1 AS72 [ 17[ 05 1]] ( )

Pour démontrer (2.23), on commence par appliquer le corollaire (A-10) aux trois facteurs
centraux du membre de droite de (2.23) :

712AtW1 7ilAtH0

%AtHo

ek e e Rz
— —LAtH, ?gmwlﬂg o A ([Ho, W1, H0}+;3 3 A3 [[Ho, W1 |, W1]+...
— —F AtHo— 5 AtW1— 23 532 A3 [W1, [Ho, Wi ]|+ 5 55 A3 [[Ho W1, Hol+ O(A%) _ X (2.25)
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ou 'on a tenu compte de (2.24) et du fait que

[[Ho, W], Ho] = [[Ho, Wi], Ho] + O(At?)
[[Ho, W1, W1] = [[Ho, Wi], W1] + O(A#?)

Ensuite, on applique une seconde fois le corollaire (A-10) a (2.23) :

67%%&% X ef%émwl
_ 6—%%AtWH—X—h%T%AtQ[[Wl,X},Wl]—%%At[[wl,X],XH-... — Y
En substituant X par sa valeur dans Y on obtient
Y o= LAH(Hy W) — AW [Ho WAl 4 - = AR [[Ho, Wi, Hol
h h3 216 h3 36
L L AW, H W] L AR, Hl, Ho - L AW, Ho, W)+ O(AF)

13 216 13 36 13 54

_ —%At(Ho + W) 4 O(AP)
qui correspond bien au résultat souhaité (2.23).

Pour rester consistant avec l'ordre de grandeur de l'erreur, les intégrales (2.19) et
(2.20) doivent étre calculées par la méthode de Simpson. Pour W7, le calcul est immédiat
et on a d’apres (2.7)

Wi(t) = é (V(t) V(4 %) V(4 At)) + (A (2.26)

Pour W, il faut d’abord transformer l'intégrale en intégrant par partie :

1 t+At t1 t+At
Walt) = oxs ( / dt, / itV (1) — / dt1V(t1)(t1—t))
t t t

1 t t+At t+AL t+AL
- [tl /t V(t2)dt2]t _ /t AtV (4t — /t AtV (8) (81 — 1)
1 t+AL At
= A8, dt,(t + - t)V(t1)
On peut maintenant utiliser I'intégration numérique de Simpson (2.7)
Wy(t) = ! 1AtV(t) +0 1AtV(t + At) + O(AtY)
2T A\ 2 2
1
= — - A At? 2.2
oA V() = V(E+At) + O(AF) (2.27)
D’apres [13], le double commutateur de I'expression (2.24) peut étre simplifié. Tout
d’abord on décompose Hy en un terme d’énergie cinétique T = % ou P = —ihV et
un terme d’énergie potentielle V) qui commute avec ;. On a donc
Wi, [Ho, Wil = = W, [P )] = o 30 (W, [PEWA)] (228)
2m 2m N
=x,Yy,z
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Les propriétés suivantes [11]
[A,B] = —[B,A] et [AB,C| = A[B,C|+[A,C]B

permettent d’écrire (2.28) sous la forme

(W, [Ho, Wi]] = ﬁ (W1, P [Pe, Wh]] + [Wh, [P, Wi] P])
= o 3T (B [P WAL+ (W, (P W) P — — (P WA

On peut calculer explicitement le commutateur [P, W] en Pappliquant a une fonction ¢
quelconque :

[P Wi] 6 = —ih (YW, — WiV) 6 = (—ihiV V) 6 (2.20)
On obtient donc [P, W] = —ihVWj, ce qui entraine [Wy, [Py, Wi]] = 0. On peut alors
écrire Wy sous la forme )
Wy =W — —A# 2 2.
W, =W, B t= | VIV (2.30)

On voit donc que la décomposition (2.23) nécessite la connaissance du gradient du poten-
tiel V(). Ceci ne pose pas un grand probleme a partir du moment ot on travaille avec un
potentiel analytique. En fait la décomposition (2.23) n’est pas 'unique décomposition du
quatrieme ordre. Son avantage est que tous les coefficients des différentes exponentielles
sont du méme signe et il semblerait, d’apres [5], que cette condition soit nécessaire pour
garantir une convergence optimale. A titre d’exemple, on peut citer la décomposition du
quatrieme ordre de Forest-Ruth [14] :

e RAUHTWTOGE) — g @)(Ap) T (—213At) T (At) (2.31)
avec A
At = CRRDIVE
et

U‘(Q) (At) — e*%Atwl ef%AtHo e*%Atmﬁ

En résumé, si 'on s’en tient a la décomposition (2.23), Papproximation du quatrieme
ordre de l'opérateur d’évolution est donnée par

3 2 1 . 1 . 2 7 7 1 1 ] 2
U(t+ At,t) ~ e%At Wo e*%gAtwl 67%§AtHO 67%§AtW1 e*%EAtHO 67%6AtW1 ef%At Wo
(2.32)

oit les formes approchées de Wy, Ws et Wi sont donnnées respectivement en (2.26), (2.27)
et (2.30).
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Chapitre 3

Discrétisation spatiale

On se propose de résoudre dans ce travail 1’équation de Schrodinger dépendant
du temps a une dimension. Précisément, & une dimension, et en représentation {|z)},
I’équation de Schrodinger devient

e,
Zﬁalﬁ(%t) = H(x,t)(x,t) (3.1)

ou ’hamiltonien peut étre décomposé en une partie indépendante du temps Hy(z) (com-
prenant I’énergie cinétique) et une partie dépendante du temps V' (x,t) :

K2 02
2m Ox?
La discrétisation consiste a ne sélectionner qu'un nombre N fini de points x; du domaine
spatial afin d’approcher les différents opérateurs par des matrices de dimensions finies.

Principalement, deux techniques seront utilisées et comparées : les différences finies et
les réseaux de Lagrange (en ce compris le réseau sinc qui leur est fort semblable).

H(z,t) = Ho(z) + V(x,t) = + Vo(z) + V(x,t) (3.2)

3.1 Les différences finies

La technique des différences finies est la méthode de discrétisation la plus utilisée
pour la résolution d’équations différentielles et aux dérivées partielles. Les principaux
résultats énoncés ici peuvent étre trouvés dans [7]. On considere un maillage de N points
x; répartis uniformément sur Uintervalle [a,b]. Ces N points sont indicés de 1 & N par
ordre croissant :

a=21<T9<...<axy_1<TN=0D (3.3)

L’écart entre deux points successifs est appelé le pas h et est donné par

b—a
N -1

h = (3.4)
L’approximation des opérateurs de dérivation peut étre obtenue a partir des
développements de Taylor autour des différents points z;. La dérivée (premiere ou se-
conde) d'une fonction f(x) au point z; est exprimée en fonction de la valeur de cette
fonction en z; et en ses points voisins. Le nombre de points voisins considérés est arbi-
traire et on parle alors de différences finies a 3 points, 5 points, ... De maniere générale,
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on peut écrire une approximation en 2n + 1 points de la dérivée seconde (intervenant
dans l'opérateur d’énergie cinétique) de la fonction f(z) au point x;

d*f 1 <«
q2 ~ 2 e (Tj4k) (3.5)
Zj k=—n
avec pour k # 0
12
cr = 2(—1)"1 (n) (3.6)

k2(n —k)!(n+ k)!
et pour k =0

co=-2) i’ (3.7)
=1

Les coefficients pour les méthodes a 3, 5, 7 et 9 points sont donnés dans le tableau
suivant. On monte rarement au-dessus de 9 points.

2n+1 C_y Cc_3 C_o c_1 Co c1 Co C3 Cyq
3 1 -2 1
5 _1 16 _30 16 _1
12 12 12 12 12
7 2 | _2t | 200 | _130 | 200 | _271 | 2
180 180 | 180 180 | 180 180 | 180
9 9 128 | _ 1008 | 8064 | _ 1750 | 8064 | _ 1008 | 128 | _ 9
5040 | 5040 5040 | 5040 5040 | 5040 5040 | 5040 5040

Un probleme se pose lorsqu’on s’approche des points aux bords de l'intervalle. En effet,
on doit alors évaluer la valeur de la fonction f(x) en des points qui ne font pas partie de
I'intervalle considéré. On résoud ce probleme en considérant que la fonction est nulle ou
du moins négligeable en ces points. Pour ce faire, les bornes a et b doivent étre choisies
de maniere a ce que, pendant toute 1’évolution, la fonction d’onde soit négligeable en
dehors de lintervalle [a,b]. Ceci peut étre réalisé, car physiquement, toute fonction
d’onde doit étre de carré sommable et donc s’annuler pour |z| tendant vers l'infini.

Le principal avantage des différences finies réside dans le fait que les matrices
représentant les opérateurs de dérivation sont des matrices bandes dont la largeur est
égal au nombre de points utilisés (2n 4+ 1). Ces matrices étant extrémement creuses,
elles nécessitent beaucoup moins d’espace de stockage et certaines opérations sur elles
peuvent étre effectuées plus rapidement.

3.2 Les réseaux de Lagrange

La méthode des réseaux de Lagrange, décrite dans [8] et [9], est une méthode de
calcul variationnelle. Un réseau de Lagrange est composé d'un ensemble de N points
{z;} appartenant & un certain intervalle [a,b]. A chaque point sont associés un poids \;
et une fonction f;(x), appelée fonction de Lagrange.
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Les N fonctions de Lagrange sont orthonormées sur 'intervalle [a, b]

/ I (x) fi(x)dx = by (3.8)

et constituent les fonctions de base du calcul variationnel. En outre, les points x;, leurs
poids \; et leurs fonctions de Lagrange f; doivent satisfaire a la condition suivante

filwy) = A28y (3.9)

appelée condition de Lagrange. On associe au réseau une regle de quadrature de Gauss
[15] permettant d’évaluer approximativement l'intégrale d’une fonction g(z) quelconque
sur l'intervalle [a, b] :

/ g(x)dr ~ Z Aig () (3.10)

On voit que cette quadrature est exacte pour toute fonction g(z) du type f;(z)f;(x). En
utilisant cette régle et la condition de Lagrange (3.9), on peut calculer une approxima-
tion des éléments de matrice des opérateurs d’énergie cinétique T = —% et d’énergie
potentielle V' :

Ty = — | f@)ff(@)de~ = Nfilz) f (@) = =N f] (@) (3.11)
e k=1
b N
Vi) = | fil@)V(zt)fi(x)de ~ Y M fi(mi)V (e, 6) fi(z) = V(5,455 (3.12)

Contrairement a la méthode des différences finies, la méthode des réseaux de Lagrange
fournit, outre les valeurs approchées de la fonction d’onde aux N points du réseau,
une bonne approximation de la fonction dans tout U'intervalle [a,b]. En effet, on peut
développer 1 (z) sur la base des fonctions f;(x)

N

V() ~ Zcifi<37> (3.13)

i=1

On peut évaluer les coefficients ¢; en prenant la valeur de ¢(x) au point z; du réseau

N
U(x;) = Zcifi(%‘) = )‘j_l/QCj (3.14)
i=1
On obtient donc N
Y(z) = > NP filx) (3.15)
i=1
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3.2.1 Construction d’un réseau de Lagrange a partir de fonc-
tions orthonormeées

On montre dans [8] qu'il est possible de construire un réseau de Lagrange a partir de
fonctions orthonormées. Soit un ensemble de N fonctions ¢y () infiniment dérivables et
orthonormées sur l'intervalle [a, 0] :

b
/ Pr(@)ei(x)de = o (3.16)

On choisit un réseau de N points x; dans U'intervalle [a, b] auxquels on adjoint des poids
Ai de telle maniere a ce qu'une quadrature de Gauss semblable a (3.10) soit satisfaite.
On construit alors une nouvelle base de N fonctions f;(x), combinaisons linéaires des

SOk(fE) : Noi
fil@) = N ghla)en(x) (3.17)
k=0

Pour que ces fonctions soient des fonctions de Lagrange, elles doivent satisfaire a la
condition d’orthogonalité (3.8)

b
/ fi(z) fi(x)de = 0y (3.18)
ainsi qu’a la condition de Lagrange (3.9)
fiwj) = A7 (3.19)
Or on a d’apres (3.17) et (3.16)
b N-1
| r@h@de =N Y gt = A @) 20)
@ k=0

On voit donc que si la condition (3.19) est satisfaite, alors (3.18) 'est aussi. La condition
(3.19) peut s’écrire

N—-1
S gi@)enla;) = A7 (3.21)
k=0

qui est alors la condition d’existence du réseau de Lagrange. Si I’on pose ¢ = j, on obtient
la valeur des poids A;

A= (Z |sok<xz->|2> (3.22)

3.2.2 Réseaux basés sur des polynoémes orthogonaux

Un cas particulier et fort intéressant, développé dans [8] et [9], consiste a construire
un réseau de Lagrange a partir d’une famille de polynomes orthogonaux py(x). On définit
alors les fonctions ¢y (x) de la maniére suivante :

() = by Ppr(x)w (@) (3.23)
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ou pi(x) est un polynome de degrés k, hi/ ? sa norme et w(z) la fonction poids associée
a la famille de polynomes considérée. Les fonctions de Lagrange f;(z) peuvent alors étre
calculées a l'aide de la formule de Christoffel-Darboux [15]

V-1 _ v 12 o (x)en-1(y) — en—1(2)en(y)
g oi(z)ony) = kin (hN—l) r—y (3.24)

ou k, est le coefficient du terme de degré n dans p,(x). La condition (3.19) s’écrit alors

knot (b ' on(@)en-1(a;) — ona(@)eon(z;)
=\l (3.25)
kN hN—l Ty — Ty
et est vérifiée pour py(x;) = 0 pour tout i, ce qui équivaut d’apres (3.23) a
pn(zi) =0 (3.26)

Les N points z; du réseau sont donc les N zéros du polynéme py(z) de degré N. Les
fonctions de Lagrange peuvent alors s’écrire s’écrire

filz) = )\}/2/@\1—1 ( h )1/2 on () on_1(x) — on_1(z:)on(z)

' kny \hy_i T — T
_ )\;/2 kn_1 ( hy )1/2 SON—l(xi)sON(I) (3.27)
' ky \hy_i T — X
Cette derniére expression peut étre simplifiée en remarquant que d’apres (3.21) et (3.26)
N-1
N o= lim > ) en(zi+e)
k=0

_ iy Fve1 Ay 2 oy (@) en-1(i + €) — ono1(zi)on (@i + o)
T; — (%2 + 6)

1/2 , _ .
- s ( ” > on-1(x;) ll—r»% A

—0 ky hn-1

kn \hn-1 €
k B h 1/2

= ( al ) on—1(2:) @y () (3.28)
kn \hn-1

On obtient alors une expression simple pour les fonctions de Lagrange :

fila) =\ o (z])v((;)_ o (3.29)

De (3.28), on déduit les valeurs des poids \;

k hnvo1\ Y2 1
A= ( al 1) , (3.30)
kn-1 \ hyn Oy (@) on—1(z;)

La quadrature de Gauss (3.10) devient

[ payuris = 3" Apteute) 331

D’apres [15], celle-ci est exacte si p(z) est un polynoéme de degré inférieur ou égal a
2N — 1.
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3.2.3 Le réseau de Hermite

Ce réseau est basé sur les polynomes de Hermite H,(x) (voir Annexe B) qui sont
définis sur l'intervalle [—oo,+00]. Cette derniere propriété justifie I'utilisation de ce
réseau car dans notre probleme la fonction d’onde est précisément définie sur tout I'axe x.

D’aprés [7], on peut identifier les différents éléments intervenant dans les fonctions
¢r (). Les polynomes py(x) sont donc les polynémes de Hermite

pr(z) = Hy(x) (3.32)
Les carrés de leurs normes h; sont données par
hy = 28kI/T (3.33)

et leur fonction poids w(x) par
2

w(x)=e" (3.34)
Les fonctions ¢y (x) du réseau de Hermite sont donc

2

op(z) = (2%kIV7T) V2 Hy (2)e™ 7 (3.35)
En vertu de (3.26), les N points z; du réseau sont les N zéros du polynome Hy(x)

Hy(x;) =0 (3.36)

Poids et fonctions de Lagrange

Les poids A; sont donnés par (3.30) ou, d’apres [7] k, = 2". En tenant compte de
(3.36), on voit que

22 22
() = QVNWT) V2 H (2)e” 2 = 2N(2VNIWW7T) V2 Hy_y(2) e 7 (3.37)
ou l'on a utilisé la propriété suivante de récurrence des polynomes de Hermite :
H)(z) =2nH, 1(z) (3.38)
Tous ces éléments permettent d’expliciter la valeur des poids A;
V(N —1)! &
o ZW DT e . (3.39)
2N (Hy-1(z:))
Les fonctions de Lagrange données par
- en(z)
filw) =27 3.40
@ =X e =) 340
peuvent s’écrire avec (3.37), (3.39) et (3.38)
2
Hy(z;)] H el
filz) = (2N+1N!ﬁ)—1/2 |Hy(z:)| Hy(z)e 2 (3.41)

Hy(z;) T — T
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F1G. 3.1 — Points z; et poids A; du réseau de Hermite pour N = 55

Si on numérote les zéros du polynoéme Hy(x) par ordre croissant

T < To<...<In_1 <IN
alors on a ()]
—Hg(xi) = signe(Hy (z;)) = (1) (3.42)

Les fonctions de Lagrange prennent alors la forme

22

filx) = (=1)itN (@VHNL/m) Y2 Hy(z) e”= (3.43)

r — T

Eléments de matrice de opérateur d’énergie cinétique T’

On a vu en (3.11) qu’il est possible de calculer les éléments de matrices de T de
maniere approchée en utilisant la quadrature de Gauss. Ceux-ci, appelés ﬁj, sont alors
donné par N

Ty = =N f] (x:) (3.44)
Les développements, qui sont détaillés dans 'annexe C.1, montrent que f7(x;) est donné,
pour i # j, par

" /\;1/2
fgll(xz> = -2 (-1)"" (2; — ;) (3.45)
i — T
et pour ¢ = j par
1. -
fi(w) = A7 Paf 2N — 1) (3.46)
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F1G. 3.2 — Fonctions de Lagrange f;(z) du réseau de Hermite pour N =5

Donc, les éléments de matrice approchés de 'opérateur d’énergie cinétique sont

B (D)™t i#
Tij = (3.47)

On peut aussi calculer les éléments de matrice exactement en effectuant explicitement

Iintégrale suivante
—+o00o

T, =— fi(x) f{ (x)dx (3.48)

Le calcul, qui est fait a 'annexe C.2, consiste a décomposer cette intégrale en plusieurs
intégrales dont la plupart peuvent étre effectuées exactement par la quadrature de Gauss.
On trouve alors les éléments de matrice exacts :

<_1)i+j ((wiijp - %) i 7£]
Tij = (3.49)
LN =1 - 222) i=j

3.3 Le réseau sinc

Le réseau sinc est un réseau qui ressemble sur de nombreux points de vue aux réseaux
de Lagrange. Tout d’abord, il a la particularité que ses fonctions de base, définies sur

24



F1a. 3.3 — Fonctions de Lagrange f;(z) du réseau sinc pour N =5

I'intervalle [—o00, +00], sont directement données par

, L sinm(x —1) . sinmw
fila) = sinc(a i) = THEE - (1) ST (3.50)
Les N points z; du réseau sont les N entiers compris entre 0 et N — 1 inclus :
T =1 1=0,1,...,N—1 (3.51)

Il s’agit donc d'un réseau a pas constant. Son intérét est de pouvoir le comparer a la
méthode des différences finies sur le méme réseau de points x;. Tout comme pour un

réseau de Lagrange, ses fonctions vérifient les conditions d’orthogonalité (voir annexe
D.1)

—+00

I (x) fi(x)dx = by (3.52)

Bien que les fonctions de base du réseau sinc soient définies indépendamment du for-
malisme général des réseaux de Lagrange, il s’avere [16] qu'il est possible d’établir une
relation du méme type que la quadrature de Gauss permettant d’approcher l'intégrale
d’une fonction g(z) quelconque :

+oo
/ g(x)dr ~ g(x;) (3.53)
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En comparant cette derniére relation avec (3.10), on observe que tous les poids A; sont
donc égaux a 1. La condition de Lagrange (3.9) devient alors

fi(zj) = 6y (3.54)

On peut montrer explicitement que celle-ci est vérifiée. Pour 7 # 7, la condition est
trivialement satisfaite. Pour ¢ = j, on pose u = j — i ce qui permet d’écrire
sin(u + 1) sin mu

fi(z:) = (—1)" lim = lim

u—0 U u—0 TU

—1 (3.55)

Tout comme cela a été fait pour les réseaux de Lagrange en (3.11), on peut donner une
approximation des éléments de matrice de 'opérateur d’énergie cinétique en utilisant les
relations (3.53) et (3.54) :

T, ~ — f () (3.56)

Le calcul des T;; est fait a I'annexe D.2 et a pour résultat

()72 i#
T =~ (3.57)

2

5 i=]
On observe que ces éléments de matrice ne sont fonctions que de i — j et restent donc
les mémes si l'on translate le réseau.

3.4 Facteur d’échelle

Les N points x; sont fixés pour un type de réseau donné indépendamment du probleme
étudié. Il peut s’agir par exemple des zéros d'un polynoéme (réseau de Hermite) ou des
entiers positifs (réseau sinc). D’apres [9], on peut introduire un parametre appelé facteur
d’échelle h qui permet de dilater le réseau pour I'adapter au probleme considéré. Les N
points du réseau sont alors dans l'intervalle [ha, hb] et deviennent

hxy < hze < ... < hxy (3.58)
Les éléments de matrice sont apres transformation pour I’énergie cinétique
1
=Ty (3.59)
et pour I'énergie potentielle
V(hx;, t) 0;; (3.60)
La fonction d’onde v (z) s’écrit
Y 1/2 T
U(z) = ;)‘i / Y(hx;) f; (5) (3.61)

et la quadrature de Gauss sur l'intervalle [ha, hb] devient

hb N
/h g(x)dr ~ Y hig(hz;) (3.62)

a i=1
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Pour le réseau sinc, cette derniere relation peut s’écrire

Lo N-1
/_ g(x)dx ~ Z hg(hx;) (3.63)

(o)

En général, pour un probléeme donné, il existe un facteur d’échelle optimal ou du moins
une gamme sur laquelle le facteur d’échelle est optimal.

3.5 Calcul de ’exponentielle d’une matrice

Comme on peut le voir dans les approximations (2.14) et (2.32) de l'opérateur
d’évolution, les algorithmes utilisés nécessitent le calcul d’exponentielles de matrices.
Néanmoins la séparation (2.10) de I’hamiltonien en une partie indépendante du temps
Hy et une partie qui en dépend V() fait apparaitre dans (2.14) et (2.32) des exponen-
tielles de matrices diagonales telles que

e—gihAtwl’ B%AtQWQ’ —i 1AtW1 ou 6—%%&17[/1 (364)
devant étre évaluées a chaque itération et des exponentielles de matrices non diagonales

comme
i i1
e”wAHo oy e w2 AHo (3.65)

qui doivent étre calculées une seule fois en début d’algorithme. Ceci justifie la
décomposition (2.10) de I'hamiltonien puisque le calcul de I'exponentielle d’'une matrice
diagonal est trivial.

On définit 'exponentielle d’'une matrice A par
2

AF A

A

e —g k!—[—i—A—i—Z—i—... (3.66)
k=0

On voit aisément que 'exponentielle d’'une matrice diagonale D

A1
A

est donnée par

Pour une matrice non diagonale, il existe de nombreuses fagons de calculer son expo-
nentielle. Pas moins de 19 méthodes sont présentées dans [17]. On développera ici deux
techniques bien différentes. La premiere est une méthode exacte de décomposition ma-
tricielle, la seconde est une méthode approchée appelée approximation de Padé.
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3.5.1 Décomposition matricielle
On cherche a calculer I’exponentielle suivante
eA (3.67)

ou A est une matrice et € un nombre complexe quelconque. On décompose la matrice A
de la maniere suivante

A=V DV! (3.68)
ou V est la matrice des vecteurs propres de A
V= (v]...|v) (3.69)
et D la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A
M
D=
A2
D’apres (3.68)
A=V DV HYyr=v pryt (3.70)
A partir de la définition (3.66), on a
0k Ak 0k yk
€A € A o "D -1 _ eD -1
eh = kﬂ_v<Z:M>v —VelV (3.71)
k=0 k=0

Si la matrice A est symétrique, on a 'V = V=1 et la méthode est alors particulierement
intéressante.

3.5.2 Approximation de Padé

D’apres [17], approximation de Padé (p, ¢) de e est donnée par

Npqg(A)
Ry, (A) = =X (3.72)
e DPQ(A)
o Dyy(A) et Npy(A) sont les polynomes respectivement de degré p et ¢ suivants
Nm>:§3 wta=JMW 4 po4) = N, (—A) (3.73)
" — (p+a)llp - ) " v

L’erreur commise est de l'ordre de p + ¢ + 1. On utilise souvent les approximations
symétriques pour lesquelles p = ¢g. L’approximation symétrique du second ordre est

1 + lGA
€A 2 3
= + 0 3.74

et celle du quatrieme ordre

a_ 14 2eA + £ (eAd)?
1 — €A+ £ (eA)?

€

+ 0O(€°) (3.75)
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Chapitre 4

Exemples de résolution analytique
de I’équation de Schrodinger
dépendant du temps

Tout comme pour les problemes indépendants du temps, tres peu de problemes
dépendants du temps peuvent étre résolus completement de maniere analytique.
Néanmoins de telles résolutions sont quasi indispensables pour tester 'efficacité d’un
algorithme qui résout ’équation de Schrodinger dépendant du temps. Deux cas bien
différents seront traités ici. Le premier est ’étalement d’un paquet d’ondes gaussien.
En réalité ce probleme ne dépend pas explicitement du temps mais il est intéressant
pour tester le comportement des différentes techniques de discrétisation spatiale pendant
I’évolution. Le second est 'oscillateur harmonique forcé qui est plus général puisqu’il fait
intervenir un potentiel qui dépend a la fois de la position et du temps.

4.1 Etalement d’un paquet d’ondes gaussien

L’équation de Schrodinger d'une particule libre (V' = 0) & une dimension peut s’écrire
d’apres (3.1)
9, R? 02
h— )= ——= t 4.1

D’apres [18], la solution générale de cette équation peut étre exprimée par une combi-
naison linéaire de ses solutions particulieres qui sont les ondes planes définies par

w(x7t> _ Aei(k‘x—w(k)t)

ou k et w sont liés par w(k) = Z—’Zj Une telle solution, appellée paquet d’ondes, prend
donc la forme suivante :

+oo
U(x,t) = / g(k)e k= ®D g, (4.2)

o0

ou g(k) est une fonction complexe arbitraire de carré sommable. Le paquet d’ondes est
dit gaussien si g(k) est une fonction gaussienne centrée autour de ky :

g(k) = e=o ko
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w(k) peut étre transformé de la maniere suivante

h h
w(k) = o (kg + 2ko(k — ko) + (k — ko)*) = wo + v(k — ko) + 5

m

(k — ko)?

ot wy = w(ky) et v = % (vitesse de groupe), ce qui permet, en posant k' = k — ko, de

réécrire (4.2) sous la forme
+00 ”
i(kow— —a2k? k! (z—vt)  —i Bk
w(x’ t) e’L(kO.’I? wot) / e ¢ k ezk (z vt)e i tdkl

—0o0

L’argument de I’exponentiel peut étre réécrit sous la forme

2

hk' ht (x —vt) (x — vt)?
_ 2k,/2 'k,/ _ t o t:_ 2 R k,/_ S A R S A
a“k™ + ik (x — vt) . (a +22m 22(042—1—2'2%) (0?5 i)

En utilisant la propriété suivante (valable pour tout 3 et pour Re o > 0)

+o0
/ e k=07 g = \/E
o Q

on obtient la fonction d’onde ¢ (x,t) décrivant 1'évolution du paquet d’ondes gaussien
libre au cours du temps :

. — vt)?
z,t) = ellhor—wot) T e —(:C—U 4.3
vt ik P\ 1@ i) 3

Son mondule au carré vaut

)P = ——— exp (—u> (4.4)

a4+% 2 (ot + 157)

et est représenté a la figure 4.1 sur laquelle on observe bien le déplacement du paquet
vers la droite ainsi que son applatissement.

4.2 L’oscillateur harmonique forcé

Tout comme l'oscillateur harmonique non forcé, 'oscillateur harmonique forcé peut
étre entierement résolu quantiquement de maniere analytique.

4.2.1 Cas classique

L’équation différentielle régissant le mouvement d’un corps de masse m attaché a un
ressort de constante de rappel mw? est

mio(t) + mw?ro(t) = 0
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40

F1G. 4.1 — Etalement d’un paquet d’ondes gaussien : |)(z,t)|* en fonction de z pour
différentes valeurs de t. (h=m =1, a =2, kg = 1)

ou l'indice zéro rappelle que z((t) est la trajectoire classique et Zo(t) est sa dérivée
seconde par rapport au temps. Si en plus on ajoute une excitation extérieure sous la
forme d’une force F(t) exercée sur le corps de masse m, 1’équation devient

mio(t) + mwiag(t) = F(t) (4.5)

Si on considere que le corps est au repos a l'instant initial (2¢(0) = 0 et ©((0) = 0), on
peut montrer que la solution du probleme est donnée, d’apres [19], par :

2o(t) = —— /0 sin(w(t — ¢)) F(#)d’ (4.6)

mw

4.2.2 L’oscillateur harmonique non forcé

Il est interressant de rappeler brievement certaines propriétés de l'oscillateur harmo-
nique non forcé a une dimension (voir aussi [1]). Son opérateur hamiltonien est donné
par :

(4.7)

La résolution de ce probleme indépendant du temps se ramene a la résolution de
I’équation aux valeurs propres :

p(r) = Ep(x) (4.8)



Les fonctions propres sont données par

1

pn(7) = Va(2'nly/m) "2 2 H, (o) (4.9)

ol o = B et Hy,(z) est le n® polynome de Hermite (voir annexe B), tandis que les
valeurs propres (énergies) sont :

E, = (n + %) hew (4.10)

4.2.3 L’oscillateur harmonique forcé

L’étude quantique de 'oscillateur harmonique forcé est notamment traitée dans [6]
et [20]. L’hamiltonien du systéme & une dimension devient
h* 0?

1

D’apres (3.1), 'équation de Schrodinger que 'on est amené a résoudre est la suivante :

8#}5; t) B 0Y(x, i) N (%mwsz _ xF(t)> U(z,1) (4.12)

2m 02

On recherche des solutions de cette équation qui sont de la forme
7
Ve, t) = o — wo(t), ) expl;

ol o(t) et po(t) sont & déterminer. En posant £ = x — z((t) et un insérant (4.13) dans
(4.12), on obtient successivement, pour le membre de gauche

31/1(56 t) _ o9 . 3(/5
o (8t Folt) 3¢ +

pour le premier terme du membre de droite

R? O*P(x,t)  h* (079
Tom o - om (% + 5~

et pour le second terme du membre de droite

zpo(t)) (4.13)

L epol(t) (4.14)

H(O(E + 5000 exp(

96 1

(06 ) exp(pem(®) (415

(%mw%ﬂ - :UF(t)) P(x,t) = (%mw2§2 + %mw%o(zﬁ)Q
+ mw€xo(t) — EF(t) — xo(t)F(t)) ¢exp(%xp0(t)) (4.16)

En combinant les résultats (4.14), (4.15) et (4.16), on obtient

zh% = _;_mg_éf + (zhxo(t) — gpo(t)) g? + ( mw?€? + € (mw xo(t) — F(t) —l—po(t))
h 7 @
1, 2 . 1 2
b (Rmatn(e? — P)zo(t) + 2o(n(t) + 5pol®) ))cb (4.17)
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On choisit xq(t) et po(t) de telle maniere a annuler les coefficients de g—‘é’ et de £¢. Annuler
(1) meéne a la relation

po(t) = mio(t) (4.18)

tandis que annuler (2) donne
Po(t) + mwizo(t) = F(t) (4.19)
qui peut, en utilisant la dérivée par rapport au temps de (4.18), étre transformé en
mio(t) + mw?xo(t) = F(t) (4.20)

On retrouve ici ’équation (4.5) du mouvement classique de l'oscillateur harmonique
forcé. xo(t) est donc identifié comme étant la trajectoire classique du probleme. Quant a
I'expression (4.18), il s’agit de la définition de I'impulsion classique du mouvement py(t).
Des lors I'équation (4.17) se réduit a

Ao R (1,

En utilisant les résultats précédents, d(t) devient

i(t) = %m:tg(t) - %mw%g(t) (4.22)

On reconnait le Lagrangien du mouvement classique non forcé, mais écrit en fonction
de la position et de la vitesse du mouvement forcé.

La résolution de l’équation (4.21) se fait par séparation des variables. On pose
o(&,t) = X(&)T(t), ce qui transforme I’équation (4.21) en

L 1dT B1ldix 1,

dans laquelle le membre de gauche n’est fonction que de t et le membre de droite que
de &. Ils sont par conséquent tout deux égaux a une constante que l'on appelle E, par
exemple. L’équation pour 7T'(t) a pour résultat :

T(t) = e~ n OO+ Enldt (4.24)

En ce qui concerne I'équation de X (), on y reconnait I’équation de 'oscillateur non
forcé dont les solutions sont données en (4.9) :

X, (&) = e—%oﬂg?Hn(ag) et E, = <n + é) huw (4.25)

Apres normalisation, on obtient

B(£,1) = Va(2nly/m) "2 e h JoB)Bldr (=302 T (4¢) (4.26)
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Et donc pour conclure, si I’état initial du systeme est le n® état propre de 1'oscillateur
harmonique non forcé, la fonction d’onde est donnée par

DM (1) = a(2inlym) 2 e =i B Eldr om0 @—a0®) T (0(z — 2(t)))
= nlz — 20(t)) PO =i Jol6()+Enldr (4.27)

ol @, (z) est la solution de 'oscillateur non forcé. La densité de probabilité est donnée

par
n n 2 2
P" (a,t) = [ (@, )| = [@n(z — 0(1))]
Il s’agit de la densité de probabilité de 'oscillateur non forcé centrée sur la position
instantanée classique de l'oscilleur forcé. C’est la un cas remarquable de parallélisme

entre mécanique quantique et mécanique classique.

La démarche a suivre pour résoudre un probleme d’oscillateur harmonique forcé
de maniere quantique, consiste a résoudre le probleme correspondant classiquement
afin d’obtenir zy(¢). La connaissance de xo(t) permet de déduire po(t) et d(t) qu’il
faut ensuite intégrer de 0 a t. Une fois ces trois éléments connus, il ne reste plus
qu’a les injecter dans la solution générale (4.27). On va appliquer cette démarche a
deux formes particulieres de la force F'(¢) : un échelon unité et une impulsion sinusoidale.

Dans les deux cas, on se placera en unités réduites (h = m = w = 1), 'hamilto-
nien du systeme s’écrit alors

19> 1,
H = —5@ + §$ —LEF(t) (4.28)

4.2.4 L’échelon unité

On considere qu’a un instant donné (¢ = 0) on applique au systeme une force d’am-
plitude constante. On peut ainsi écrire F'(t) sous la forme

0 sit<O
F(t)_{ 1 sit>0

Ce probleme peut étre résolu en utilisant les résultats généraux démontrés ci-dessus.
Mais dans le cas ou I’état initial est ’état fondamental de I'oscillateur harmonique, il est
possible de retrouver la solution en développant la fonction d’onde sur les états propres
de loscillateur déplacé.

Résolution générale
La position classique z((t) est alors donnée par (4.6)
t
zo(t) = / sin(t — t')dt' = [cos(t — t')]; = 1 — cost (4.29)
0
En dérivant cette derniere expression par rapport au temps, on obtient I'impulsion clas-
sique

po(t) = sint (4.30)
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Le Lagrangien est donné par

1 1 1 1
5(t) = 5]9(2)(75) - 595(2)@) = cost — 5005 2t — 5

Et son intégrale de 0 a ¢t vaut

! 1 1
/ d(r)dT =sint — —sin 2t — —t (4.31)
; 4 2

En insérant les résultats (4.29), (4.30), (4.31) dans la solution générale (4.27), et en
tenant compte de (4.10) on obtient ’expression de la fonction d’onde
w(n)($’t> — (pn<x — 1+ COSt) eisinta: e—i(sint—isith—%t) e—i(n—l—%)t
_ @n(m — 1+ cos t) eisint (m—l—l—% cost) e—int (432)

Résolution alternative

En t <0, le systeme est décrit par [’hamiltonien non perturbé

102 1
0= ~"5353 $2

2 0x2

dont les états propres sont donnés par (4.9)

W(x) = (2nm) e F H(x)

En t > 0, le systeme est décrit par [’hamiltonien perturbé

Il s’agit de 'hamiltonien d’un oscillateur harmonique déplacé d’une unité vers la droite
et dont le zéro des énérgies est abaissé d'une demi-unité (£, = n), ses fonctions propres
sont

Un(x) = (2"71!\/%)*% e’@ Hy(z — 1)

Celles-ci constituent une base orthonormée sur laquelle n’importe quelle fonction peut
étre développée. On considere qu’en t = 0, le systeme est décrit par I’état fondamental
non perturbé 1 (z,0) qu’on développe sur la base {1, (z)} :

o0

= crtn(z) (4.33)

k=0

Dans ces conditions, 1’évolution au cours du temps est donnée par

e () (4.34)

Mg

(O)xt Ze’E’“tC Ui(z) =
k=0

e
Il

0
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11 reste & déterminer les coefficients ¢, du développement (4.33) que I'on peut exprimer
en multipliant (4.33) par ¥}(z) et en intégrant de —oo a +o0

+00 o ~+o0 00
/ 03 () (2, 0)de =) Ck/ U3 (@) n(x)de =Y by = ¢
- k=0 - k=0

Il est possible d’exprimer ces coefficients par récurrence de la maniere suivante :

1 [T  (a— 1)2 2 1 [T

cp = (2%k!Im) 2 Hp(z—1)e Ho(z)e™ 7 dx = (2"klme) 2 Hi(w)e ™™ e du

—00 —00

On a posé u = x — 1. En intégrant par partie cette derniere expression et en utilisant la
propriété (B-8) des polynomes de Hermite, on a
k -1 2 too oo 2 _1
= (2"kIme) 2 [—Hk_l(u)e_“ e‘“} — Hp q(u)e ™ edu | = — (2k) 2 ¢4

- —o0

Par itération, on exprime ¢ en fonction de ¢y :

1

cr = (—1)F (2°K!) 2 ¢

On calcule alors explicitement le coefficent ¢y :

Co = \/—/ e~ (W Huta) gy = e

En insérant ces résultats dans (4.34), on obtient la fonction d’onde solution du probléeme
sous la forme d’une série

PO (@, 1) = e ™ (=1)F (2"kIVe) oz — 1) (4.35)
k=0

Comparaison des deux solutions

En utilisant (4.9), on peut réécrire (4.35) sous la forme

00 it\ k
e UN\" 1
<— 9 ) k'Hk(QZ — 1)
k=0

que 'on peut transformer en utilisant la fonction génératrice des polynomes de Hermite
(B-4)

=

O (x,t) = L Rt P

PO (z,t) = e 2D’ =i exp (—(:zc —1e ™ — 1_16_2”)

— 2 (x—1)? —(z—1)(cost— zsmt) —7c0s t41 7Tgsin2t

1
2 7T46 46
1
4

fi(a:flJrcos t)2 ez smt(zfl+§ cost)

= €

= T 4e€

Cette derniere expression équivaut a (4.32) pour n = 0.
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F1G. 4.2 — F(t) en fonction de t. A gauche : ’échelon unité, a droite : I'impulsion si-
nusoldale (T' =5 et a = 4).

4.2.5 L’impulsion sinusoidale

La force F(t) prend la forme suivante

0 sit<T -2
F(t)=2Q cos® (7=L) siT -2 <t<T+¢
0 Sit>T+2

ol les parametres 1" et o permettent d’ajuster respectivement la position de I'impulsion
dans le temps et sa durée (voire figure 4.2). Ils doivent respecter la condition 7' > §.

D’apres (4.6)

0 Sit<T-—2
zo(t) = I(t) —I(T - %) SiT—-5<t<T+%

I(T+8)—I(T-2) sit>T+¢

ou I(t') est I'intégrale indéfinie suivante

ufy:/gm@—ﬂym§<wﬂ_T)dﬂ (4.36)

a
qui vaut
1 cos ((1+ 2N — (t+ 22T cos ((1 —25) ¢ — (t — 2T
I(t") = = cos(t—t') + ((+3) 2( =T)) (=) 2( 1) (4.37)
2 4(1 + Eﬂ) 4(1 — Eﬂ)
On obtient finalement pour zo(t)
0 sit<T -2
zo(t) = m (aPcos (E(t—T)) +4n%cos(t —T+9)) +1 siT -2 <t<T+%
%sin(t—T)sin% sit>T+ 5
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F1G. 4.3 — Evolution au cours du temps de w(o) (x) ‘2 dans le cas de I'impulsion sinusoidale

En dérivant par rapport au temps, on obtient pg(%)

0 sit<T-—¢
po(t) = { sargy (2masin (5(t = T)) +4n?sin(t —T+3)) siT—-§<t<T+3
%Cos(t—T)sm% sit>T+§

Le calcul de l'intégrale du lagrangien est réalisé a I’annexe E. Le module au carré de la
fonction d’onde est représenté a la figure 4.3 pour une impulsion dont les parametres sont
les mémes qu’a la figure 4.2. On peut observer que tant que la force est nulle, la densité
de probabilité n’évolue pas et qu’ensuite, elle se met a osciller autour de la trajectoire
classique.

4.2.6 A trois dimensions

A trois dimensions, en coordonnées cartésiennes, I’hamiltonien de 'oscillateur har-
monique forcé est, si 'on considere que la perturbation est dans la direction x :

R 62+a2+(92 il 22+ y? + 22 —aF(t) = Hy(x, t)+Hy(y)+H.(2)
= —= 4+ —+ = —mw” (x 27 )—x = H.(z, z\%
2m \0x2  Oy? 022) 2 Y y\y
(4.38)
On voit que cet hamiltonien est séparable. L’équation de Schrodinger
0
iho @,y 2,8) = Hi(z,y,2,1) (4.39)
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peut alors se résoudre par séparation des variables en posant

V(2,y,2,t) = du(z, )9y (y) D2 (2) (4.40)

ce qui conduit a 1’équation suivante

1 (. 0¢, 1 1

ou le membre de gauche n’est fonction que de x et t, le premier terme du membre de
droite que de y et le second que de z. Chacun de ces trois termes est donc égal a une
constante, on peut donc écrire par exemple

Hybn, () = (ny + 5)hwon, v) (1.42)
Hop(s) = (n.+5)hoon.(2) (1.43)
z‘ha;i”” = Hy¢,+ (n, +n, + 1)wd, (4.44)

Les équations (4.42) et (4.43) sont des équations d’oscillateurs harmoniques a une di-
mension dont les solutions sont données en (4.9) :

mw 1 1 m
— (

O () = D2 (@my ) e EEY

Onl) = T2 (@A) Ee IR H, (502 (4.46)

H, (1) 22y) (4.45)

Quant & I’équation (4.44), il s’agit de celle de I'oscillateur harmonique forcé a une dimen-
sion (4.12) si ce n’est qu'une constante additive s’est ajouté dans I'’hamiltonien (4.11).
Les fonctions d’ondes sont donc les mémes qu’en (4.27)

6" (@, ) = pn, (x — wo(t)) FPOT =7 oL+ Enldr (4.47)

ou zo(t), po(t) et 4(t) sont définis en (4.20), (4.19) et (4.22) tandis que E,, est donné par

E, = <nm +ny, +n, + ;) hw (4.48)

Si I’état initial est 1’état propre de l'oscillateur non forcé dont les nombres quantiques
sont nznyn., la fonction d’onde est donnée par

YU (@, 2, 8) = o, (€ = T0(t)) P, (y) . (2) €RP0O7 € R I TEIIT (4 49)
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Chapitre 5

Résultats

Les différents algorithmes présentés dans les chapitres 2 et 3 seront testés sur les
quelques cas pouvant étre résolus analytiquement présentés au chapitre 4. D’ores et déja,
on doit avoir a 'esprit qu’il faudra regarder d’une part le comportement temporel et les
aspects liés a ’approximation de 'opérateur d’évolution, et d’autre part le comportement
spatial, donc les différents types de discrétisation.

5.1 Calcul de ’erreur

Lorsqu’on dispose d’une solution analytique exacte, on peut lui comparer la solution
numérique en calculant une erreur. Cette erreur doit étre la plus indépendante possible
du nombre de points spatiaux N et du type de discrétisation spatiale utilisée (différences
finies ou réseaux de Lagrange).

Soit (. t) la fonction d’onde exacte et ¥°¥(z,t) la fonction d’onde calculée,
on définit 'erreur au temps ¢ par

b
erreur(t) — \/ / pesact (3, £) — peate(z, )2 da (5.1)

Pour les différences finies, celle-ci se calcule de la maniére suivante

b

erreur(t) ~

N
S (a1, 1) — e, ) 52)
=1

Sur réseau de Lagrange, l'intégrale (5.1) peut étre évaluée en utilisant la quadrature de
Gauss (3.62)

N
erreur(t) ~ , | h Z i [ezact (hay, t) — qpeate(ha; t)]? (5.3)
i=1

Dans le cas du réseau sinc, les expressions (5.2) et (5.3) reviennent au méme. En effet, si
I'on superpose les deux réseaux, le facteur d’échelle du réseau sinc vaut bien b_T“ tandis
que tous ses poids \; sont égaux a 1.
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Fi1G. 5.1 — Optimisation du pas h sur le réseau de Hermite. Erreur en t,,,., = 20 en
fonction de h pour I’évolution d’un paquet d’onde gaussien (o = 2, ky = 1).

5.2 Etalement d’un paquet d’onde gaussien

Le premier cas traité est celui du paquet d’onde gaussien libre décrit analytiquement
au paragraphe 4.1. L’hamiltonien de ce probleme n’est composé que du terme d’énergie
cinétique et est donc indépendant du temps. De ce fait, on constate que le calcul
est indépendant du pas de temps At et de I'approximation choisie pour 1'opérateur
d’évolution. En effet, 'opérateur d’évolution est donné par (1.16) et ses différentes
approximations sont en fait exactes si les exponentielles de matrices sont calculées par
la méthode exacte de décomposition matricielle. En vertu de (1.5), le fait de passer
de tg a t,.: en n étapes ou en une seule étape revient au meéme. Cela étant dit, ce
probleme conserve tout de méme un intérét particulier, il permet de comparer les
différentes méthodes de discrétisation spatiale en faisant fi des considérations liées a
I’approximation de l'opérateur d’évolution.

Pour les calculs numériques, on se place en variables réduites (h = m = 1). En
outre les différents parametres intervenant dans le probleme sont fixés comme sur la
figure 4.1, soit a = 2 et kg = 1. L’évolution est réalisée entre tg = 0 et t,,. = 20 et
Uerreur est calculée en t,,,,. La solution exacte est alors donnée, d’apres (4.3), par

_— —1)2
exact t) = i(z—5t) T _(ZE— 54
Y ) = e iL P\ 716+ 2it 54)

On applique donc les différentes méthodes de discrétisation spatiale en faisant varier le
nombre de points spatiaux N. Pour chacune d’entre elles, différents parametres doivent
étre ajustés. En ce qui concerne les différences finies, les bornes a et b de l'intervalle
dans lequel on travaille doivent étre fixées. En observant au préalable, sur la solution
analytique et dans une moindre mesure sur la figure 4.1, les domaines sur lesquels la
fonction d’onde est non négligeable en ¢y et t,,,, on choisit I'intervalle [—35, 75]. Pour
les réseaux de Lagrange, on a vu qu’il existe un facteur d’échelle h optimal pour un
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Fi1G. 5.2 — Erreur calculée en t,,,, = 20 en fonction du nombre de points spatiaux N pour
différents types de discrétisation spatiale lors de ’évolution d’un paquet d’onde gaussien
libre (a =2, kg = 1).

probleme donné. Pour le trouver, on porte en graphique ’erreur en t,,,, en fonction de
h pour différentes valeurs de N (voir figure 5.1) et on observe un minimum pour h &~ 4.5
pour le réseau de Hermite quelle que soit la valeur de N. Quant au réseau sinc, il est
intéressant de le superposer sur les points des différences finies.

On peut observer sur la figure 5.2 l'erreur en fonction du nombre de points N
pour les différentes techniques de discrétisation spatiale. Les courbes des réseaux de
Lagrange (Hermite et sinc) donnent de meilleurs résultats que les courbes des différences
finies (DF). Pour une erreur donnée, on gagne en nombre de points N plus ou moins un
facteur 10 entre par exemple les différences finies a 9 points et le réseau sinc. D’autre
part, ces courbes permettent d’expliquer certains phénomenes propres a chaque type de
discrétisation. Les trois courbes des différences finies montrent clairement 'influence du
nombre de points (5, 7 ou 9) que 'on choisit. On voit aussi que, bien que relativement
proches, le réseau sinc donne de meilleurs résultats que le réseau de Hermite. Ceci n’est
pas surprenant car on sait que les points x; du réseau de Hermite sont concentrés pres
de l'origine et se font plus rares lorsqu’on s’en éloigne. Or dans ce probleme, le paquet
d’onde gaussien se déplace au cours du temps et est donc représenté par de moins en
moins de points pendant son évolution sur le réseau de Hermite. Le réseau sinc est,
quant a lui, un réseau a pas constant pour lequel ce probleme ne se pose pas.
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Fi1G. 5.3 — Evolution de ’erreur en fonction du temps. A gauche pour 1’échelon unité, a
droite pour I'impulsion sinusoidale. Le calcul est fait sur réseau de Hermite avec N = 100
et At =0.1.

5.3 L’oscillateur harmonique forcé

L’hamiltonien de l'oscillateur harmonique forcé dépend explicitement du temps. Ce
test permettra donc de vérifier les ordres des différentes approximations de 'opérateur
d’évolution ainsi que de comparer le comportement des techniques de discrétisation spa-
tiale pendant 1’évolution.

5.3.1 Conditions de calcul

Pour réaliser les différents tests, plusieurs parametres doivent étre ajustés, arbitrai-
rement ou non. Tout d’abord on choisit que 1'état initial du probleme (en t, = 0) est
I’état fondamental de l'oscillateur libre. Ensuite on doit définir le domaine spatial sur
lequel on va travailler pour les différences finies et les facteurs d’échelle pour les réseaux
de Lagrange. Au vu des valeurs théoriques prises par la fonction d’onde, on choisit
I'intervalle de travail [—8, 8] de maniere a ce que la fonction d’onde soit négligeable en
dehors de celui-ci pour tout t. Quant au facteur d’échelle, il est fixé a 0.7 pour le réseau
de Hermite (cette valeur minimise l'erreur sur I’énergie initiale et ce pour toutes les
valeurs de N) et il est choisi de maniere a superposer le réseau sinc sur les points des
différences finies c’est a dire égal a ”_T“

Lorsqu'on a traité l'oscillateur harmonique forcé analytiquement, on a particula-
risé le probléme pour deux formes de la force F'(t) : un échelon unité et une impulsion
sinusoidale. Ces deux types de force sont assez différents puisque 1’échelon unité présente
une discontinuité en t = 0 tandis que que l'impulsion sinusoidale est continue et
dérivable. Pour cette derniere on fixe les parametres, pour la résolution numérique,
comme sur la figure 4.2, c’est-a-dire T' =5 et o = 4.

On peut se demander comment choisir le temps %, auquel on calculera I'er-
reur. On doit ici distinguer deux cas qui sont représentés a la figure 5.3. Pour 'impulsion
sinusoidale, la force apparait et disparait, et I’erreur ne croit que lorsque la force est non
nulle. On peut donc choisir t,,,, = 8 (car on observe que 'erreur n’évolue plus au-dela).
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A Tinverse, pour I’échelon unité, la force est appliquée indéfiniment, on voit que 'erreur
ne cesse de croitre. Ainsi t,,,, peut étre choisi arbitrairement, on prendra par exemple
tmaz = 20.

Un des points fondamentaux dans les approximations de l'opérateur d’évolution
est la décomposition de I’hamiltonien en un terme indépendant du temps et un terme
qui en dépend. Pour ce cas-ci, la décomposition de I’hamiltonien (4.11) est assez
naturellement donnée, en unités réduites (h =m = 1), par

et V(z,t) = —xF(t) (5.5)

Dans I'approximation de 'opérateur d’évolution du quatrieme ordre, on a fait apparaitre
dans un terme (2.30) le gradient de V' (z,t). Avec la décomposition proposée en (5.5),
le gradient de V' (z,t) vaut —F(t) et ne dépend plus de z. On pourrait penser que ceci
risque de biaiser les calculs en leur faisant perdre une certaine généralité. C’est pourquoi
on réalisera aussi des calculs (dans ce cas on le dira explicitement) avec la décomposition
de 'hamiltonien suivante :
2

Hor) = —go et Vi) = o — 2P () (5.6)
Lorsqu’on a calculé les éléments de matrice de l'opérateur d’énergie cinétique pour le
réseau de Hermite, on 'a fait d’une part de maniére approchée (3.47) et d’autre part
exactement (3.49). On montre a 'annexe C.3 que les résultats sont sensiblement les
mémes que 'on utilise I'une ou 'autre forme de ces éléments de matrice. Etant donné
que les éléments de matrice de 'opérateur d’énergie potentielle sont de toutes fagons
calculés avec I'approximation de la quadrature de Gauss, on traitera 1’énergie cinétique
de la méme maniere et on optera pour leur forme approchée .

On a présenté au paragraphe 3.5 deux méthodes pour calculer l'exponentielle
d’une matrice. Sauf mention contraire, tous les calculs qui suivent seront réalisés avec
la méthode exacte de décomposition matricielle.

5.3.2 Comparaison des différentes techniques de discrétisation
spatiale

Tous ces parametres étant fixés, on peut résoudre le probleme numériquement
et calculer I'erreur commise en fonction de N et de At, et ce pour les deux types
de forces (échelon unité et impulsion sinusoidale), pour les deux approximations de
lopérateur d’évolution (deuxieme et quatrieme ordre) et pour les différentes méthodes
de discrétisation spatiale.

En comparant d'une part les figures 5.4 et 5.5 et d’autre part les figures 5.6 et
5.7, on constate que les comportements des différentes courbes sont sensiblement
les mémes que l'on travaille avec, comme force, un échelon unité ou une impulsion
sinusoidale. Ceci est assez intéressant puisque physiquement les deux forces sont bien
différentes : I’échelon unité présente une discontinuité et est appliqué indéfiniment tandis
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Fi1G. 5.4 — Erreur en fonction de N pour différentes valeurs de At avec I’approximation
du second ordre pour 1’échelon unité. De haut en bas : différences finies a 7 points, réseau
sinc, réseau de Hermite.
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Fi1G. 5.5 — Erreur en fonction de N pour différentes valeurs de At avec I’approximation
du second ordre pour I'impulsion sinusoidale. De haut en bas : différences finies a 7
points, réseau sinc, réseau de Hermite.
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que I'impulsion sinusoidale est continue et est appliquée pendant une période de temps
finie. Toutes les conclusions qui seront tirées ultérieurement sont donc valables pour les
deux formes de la force F(t).

Regardons d’abord l'erreur en fonction de N pour différentes valeurs de At en
utilisant l’approximation du second ordre (2.14) par différences finies a 7 points
(figures 5.4 et 5.5 en haut), sur réseau sinc (figures 5.4 et 5.5 au milieu) et sur
réseau de Hermite (figures 5.4 et 5.5 en bas). On constate que le pas de temps
At fixe un seuil minimum pour lerreur, le méme quelle que soit la technique de
discrétisation spatiale. Le nombre de points N nécessaires pour atteindre ce seuil
est quant a lui fixé par le type de discrétisation utilisé. Par exemple, dans le cas de
'impulsion sinusoidale (figure 5.5) si 'on veut avoir une erreur de I'ordre de 107*, on
voit que pour les trois méthodes de discrétisation spatiale, on doit utiliser le méme
pas de temps At de 0.025 (courbes grises). Par contre 30 points spatiaux suffisent sur
les réseaux de Hermite et sinc, tandis qu’il en faut 80 pour les différences finies a 7 points.

On observe le meéme type de résultat lorsqu’on utilise I'approximation du qua-
trieme ordre (2.32) si ce n'est que pour un méme pas de temps At le seuil minimum
pour l'erreur est plus bas qu’avec l'approximation du second ordre. Autrement dit,
pour atteindre la méme erreur, on peut utiliser un pas de temps plus grand en utilisant
I'approximation du quatrieme ordre. A titre d’exemple, les figures 5.6 (échelon unité) et
5.7 (impulsion sinusoidale) donnent lerreur en fonction de N pour différentes valeurs
de At en utilisant I'approximation du quatrieme ordre par les différences finies a 9
points (en haut), sur réseau sinc (au milieu) et sur réseau de Hermite (en bas). Dans ce
cas-ci, pour atteindre une erreur de l'ordre de 10~* toujours dans le cas de I'impulsion
sinusoidale, on peut se contenter d'un At de 0.4, a comparer avec le pas de 0.025 pour
I’approximation du second ordre. On comparera plus rigoureusement les différentes
approximations de 'opérateur d’évolution dans le paragraphe suivant. Les nombres de
points N nécessaires pour atteindre cette erreur de 10 restent sensiblement les mémes
qu’avec I'approximation du second ordre.

Si 'on fixe une valeur de At, on peut résumer sur une seule figure les comporte-
ments de 'erreur en fonction de N pour toutes les méthodes de discrétisation spatiale.
Ceci est fait a la figure 5.8 pour l'impulsion sinusoidale avec ’approximation du
quatrieme ordre et un pas de temps At de 0.05. Sur cette figure on observe bien la
supériorité relative des réseaux de Hermite et sinc par rapport aux différences finies. A
nouveau, en ce qui concerne les différences finies, on voit 'influence du nombre de points
(5, 7 ou 9) utilisés. Les réseaux de Hermite et sinc donnent quant a eux des résultats
semblables.
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F1G. 5.6 — Erreur en fonction de N pour différentes valeurs de At avec I'approximation
du quatrieme ordre pour 1’échelon unité. De haut en bas : différences finies a 9 points,
réseau sinc, réseau de Hermite.
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Fi1G. 5.7 — Erreur en fonction de N pour différentes valeurs de At avec ’approximation
du quatrieme ordre pour I'impulsion sinusoidale. De haut en bas : différences finies a 9
points, réseau sinc, réseau de Hermite.
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Fi1G. 5.8 — Erreur en fonction du nombre de points spatiaux N pour différents types
de discrétisation spatiale. Le calcul est effectué pour I'impulsion sinusoidale en utilisant
I’approximation du quatrieme ordre et un pas de temps At de 0.05.

5.3.3 Vérification et comparaison des ordres des approxima-
tions de l'opérateur d’évolution

Il est possible de vérifier les ordres de grandeur théoriques de l'erreur pour les
différentes approximations de 1'opérateur d’évolution. Ceci sera fait avec comme force
F(t) 'impulsion sinusoidale. On a vu dans le paragraphe précédent que, pour chaque
type de discrétisation spatiale, a partir d’un certain nombre de points N on atteint
un seuil minimum pour l'erreur. Si l'on observe attentivement les figures 5.4, 5.5, 5.6
et 5.7 on voit que pour un pas de temps At donné, ce seuil est le méme quelle que
soit la discrétisation spatiale. Etant donné que, pour les calculs suivants, on a besoin
uniquement de la valeur du seuil pour chaque At, on peut choisir le type de discrétisation
spatiale, pour autant que I'on prenne assez de points N. On optera pour le réseau sinc
avec N = 70 car comme le montre les figures 5.5 et 5.7 (au milieu), avec cette valeur de
N le seuil est déja largement atteint pour toutes les valeurs de At.

Il est important de remarquer que les développements théoriques du chapitre 2
donnent des erreurs proportionnelles a At® ou At® pour une seule application de
I'opérateur de ’évolution a la fonction d’onde. Or ici on fait évoluer la fonction d’onde
sur un intervalle de temps fixe. Donc lorsqu’on diminue At d’un facteur 2, on double
également le nombre d’itérations, ou le nombre de fois qu’on applique l'opérateur
d’évolution. On va donc s’intéresser maintenant a une certaine erreur moyenne par
itération, qu’on appelle 7, et qui sera calculée en divisant l'erreur (5.1) par le nombre
d’itérations :
At
n=—— erreur(t;az) (5.7)

tma:v — o
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F1G. 5.9 — Erreur par itération en fonction du pas de temps pour différentes approxima-
tions de 'opérateur d’évolution.

En portant cette erreur moyenne par itération en fonction de At sur un graphique
bilogarithmique, on devrait obtenir une droite dont la pente serait l'ordre de grandeur
de lerreur. La figure 5.9 représente ceci pour les approximations du deuxieme et du
quatrieme ordre pour lesquelles les exponentielles des matrices sont calculées d’une
part sans approximation avec la décomposition matricielle (3.71) et d’autre part avec
I'approximation Padé correspondante, (3.74) pour le deuxiéme ordre et (3.75) pour le
quatrieme. On a en outre tracé sur la méme figure ’approximation du quatrieme ordre
avec la décomposition de Forest-Ruth (2.31) et 'approximation du quatrieme ordre
pour laquelle on utilise la décomposition (5.6) de ’hamiltonien.

Les pentes des quatre droites représentant le quatrieme ordre et des deux droites
du second ordre sont respectivement égales a 4.949 et 3.001, ce qui correspond bien aux
prévisions théoriques. On peut voir que le calcul des exponentielles de matrice par les
approximation de Padé reste consistant avec les autres approximations effectuées sur
I'opérateur d’évolution. Néanmoins en calculant les exponentielles de la sorte, 'erreur
est tout de méme augmentée d’environ un facteur 100 par rapport a la décomposition
matricielle. Il est intéressant de remarquer que la courbe représentant la décomposition
(5.6) de I'hamiltonien est quasi superposée avec la courbe pour laquelle on utilise la
décomposition naturelle (5.5). Ceci prouve que I'algorithme est bien du quatrieme ordre
dans le cas plus général ou le gradient du potentiel V(x,t) dépend a la fois de x et de ¢.
Enfin, bien que celle-ci fasse intervenir dans les exponentielles des coefficients qui n’ont
pas tous le méme signe, la décomposition de Forest-Ruth ne semble pas affecter 1'ordre
de grandeur de l'erreur mais la valeur méme de 'erreur est 10 fois supérieure a ’erreur
dans le meilleur des cas.
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5.4 Discussion des résultats

Tous les résultats nous ont permis d’observer que si la fonction d’onde est correc-
tement décrite sur le réseau de points spatial, c’est-a-dire avec suffisamment de points
pour une technique de discrétisation donnée, alors les aspects temporels deviennent
indépendants du choix de cette méthode de discrétisation. Ceci nous permet de tirer des
conclusions indépendantes pour les problemes temporels et spatiaux.

Concernant la partie temporelle, c’est-a-dire l'approximation de ['opérateur
d’évolution, on a montré numériquement que l'approximation du quatrieme ordre
donnait bien une erreur proportionnelle & At et qu’elle permettait donc bien de gagner
en nombre d’itérations pour une précision donnée par rapport a l’approximation du
second ordre. Cependant, la comparaison des deux approximations nécessite de regarder
un peu plus en profondeur ce que chacune d’entre elles implique pour l'algorithme de
maniere générale. Par exemple, si on souhaite une erreur de environ 10~% (dans le cas de
l'oscillateur harmonique forcé par une impulsion sinusoidale), en utilisant ’approxima-
tion du deuxieme ordre on doit prendre un pas de temps de 0.025 tandis qu'un At de 0.4
suffit pour 'approximation du quatrieme ordre. Ce qui donne a priori un gain en temps
de calcul d'un facteur 16. Cependant, en regardant les formes des deux approximations
(2.14) et (2.32), on voit que 'approximation du quatrieme ordre nécessite deux fois plus
d’opérations que celle du second ordre. En effet, on peut regrouper deux exponentielles
de matrices diagonales qui se suivent et on peut également regrouper la derniere expo-
nentielle d'une itération avec la premiere de l'itération suivante. Ceci étant dit, le gain
en temps de calcul est encore de 8. Si de plus on utilise la méthode des différences finies
et 'approximation de Padé pour le calcul des exponentielles, on perd encore un facteur
2. Ceci s’explique par le fait que dans ce cas, on a affaire a des matrices bandes pour
lesquelles le nombre d’opérations nécessaires a l'inversion présente dans ’approximation
de Padé, est proportionnel a la taille de la bande. Or en passant du second au quatrieme
ordre, on fait apparaitre le carré de la matrice dans 'approximation de Padé et le carré
d’une matrice bande est une matrice dont la bande est deux fois plus grande que celle de
la matrice initiale. On double donc encore le nombre d’opérations a ce niveau-la de ’algo-
rithme. Le gain final serait alors d’un facteur 4, ce qui n’est tout de méme pas négligeable.

Comme on I'a signalé ci-dessus, il faut que la fonction d’onde soit bien décrite sur le
domaine spatial. Autrement dit, des qu’on fixe le type d’approximation de 'opérateur
d’évolution (ainsi que son pas de temps) et la technique de discrétisation spatiale,
il existe un nombre de points spatiaux minimum a partir duquel la fonction d’onde
est bien représentée. On a pu observer sur tous les résultats du chapitre précédent
que le nombre de points nécessaire est sensiblement inférieur pour les réseaux de
Lagrange (y compris le réseau sinc) que pour les différences finies. Il faut cepen-
dant garder a l'esprit que dans le cas des réseaux de Lagrange, la matrice représentant
I’énergie cinétique est pleine, alors qu’elle a une structure bande avec les différences finies.
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Conclusion

Il n’est en général pas possible de résoudre analytiquement 1’équation de Schrodinger
dépendant du temps. Des lors, il est indispensable de faire appel a des méthodes
numériques. L’équation qu’on est amené a résoudre dépend a la fois de la variable
temporelle ¢ et des variables spatiales (en fait & une dimension, de la variable spatiale x).
On a traité le probleme temporel et le probleme spatial de deux manieres différentes et
on a constaté dans les résultats numériques qu’on peut donner des conclusions propres
a chaque probleme.

Pour I'aspect temporel, on a construit des approximations unitaires de 'opérateur
d’évolution avec I'exigence que celles-ci soient factorisées et que les termes indépendants
du temps de I'hamiltonien soient séparés de ceux qui en dépendent. Principalement,
on a voulu montrer dans ce travail qu’il est possible de construire une approximation
de l'opérateur d’évolution du quatrieme ordre. On a démontré théoriquement que ceci
était réalisable. On a ensuite vérifié numériquement, sur un cas pouvant étre résolu
exactement, que cette approximation était effectivement du quatrieme ordre. Outre ces
résultats encourageants, le formalisme utilisé pour construire les approximations du
deuxieme et quatrieme ordre laisse a penser qu’il est possible, en procédant de la méme
maniere, de construire des approximations d’ordres supérieurs.

Concernant l'aspect spatial, on a comparé deux familles de techniques de
discrétisation : les différences finies et les réseaux de Lagrange. On a montré que
le nombre de points nécessaires sur réseaux de Lagrange est toujours inférieur au
nombre de points d'un calcul par différences finies.

Les calculs numériques ont pu étre vérifiés et comparés grace aux solutions ana-
lytiques de deux problemes simples : I'étalement d’un paquet d’onde et 1'oscillateur
harmonique forcé. On a vu qu’il est possible, sous certaines conditions, de généraliser a
trois dimensions le test de l'oscillateur harmonique forcé. Ceci permettrait de réaliser
des simulations avec plus de sens physique, par exemple I’étude d’un atome d’hydrogene
soumis a un champ électrique extérieur variable.

Le gain lié a I'approximation de I'opérateur d’évolution du quatrieme ordre combiné
aux réseaux de Lagrange permettent d’envisager la résolution numérique de problemes
dépendant du temps, réalistes, a ’aide d’algorithmes plus efficaces en terme de nombre
d’opérations ou de temps de calcul.
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Annexes

A Propriétés sur les exponentielles d’opérateurs

A.1 Dérivée de 'exponentielle d’un opérateur

Soit un opérateur H qui est fonction de A, on a

B
%@—M{ = —/0 e_(ﬂ_")Ha—He_“Hdu (A-1)

Démonstration

Une maniere de démontrer (A-1) est de prouver que les deux membres de cette
expression vérifient I’équation différentielle

OF () 0H _
HF(B) = ———e "
avec la condition initiale £'(0) = 0.
Pour le membre de gauche, on a
0 0 OH
—— (He —BH H— BH — —BH
oy (He) + Have” "
et pour le membre de droite
—,BH / H@ —quu o H/ u)H aH —quu — _aa_He—BH
A

Les conditions initiales sont trivialement satisfaites.

Une autre forme

En posant Z(\) = —H(\), B =1 et u =1z — 1, expression (A-1) devient

1
A
—e :/0 da:eng—)\e_afzez (A-2)
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A.2 La formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH)

Si A et B sont deux opérateurs quelconques, on a de maniere générale
6A€B 7& 6A-Q-B
La formule BCH permet d’exprimer e?e® comme I'exponentielle d’une somme
d’opérateurs.

Lemme

Soit Popérateur F'(\) défini par F(\) = e*Be 4. En dérivant F par rapport a A,
on trouve immédiatement que

dF
= AeMBe ™M — MPBeMA = [A, F())]
puisque A commute avec e . On peut développer F(\) en série de puissance de \ :
WP d*F
F(\) = ; yFk avec F, = F - et Fy,=B

On peut exprimer les F}, par récurrence de la maniere suivante :

Ro= G = AP0l =[A FO) = (4.5
d*F d dF
B G -mlaro)| -[af| -uam)

Fo = [AA,...[A B]] = {4* B)

(. >

k fois
Ou {Ak , B } est défini comme suit :
[A°BY=B o {4 B)=[A{A" B}
Finalement, on obtient 'identité suivante :
o \k
MBe M =) o (4% B} (A-3)

k=0

Démonstration

On recherche donc une expression de la forme
eZ()\) — 6)\A6)\B (A—4)

dans laquelle Z(\) peut étre développé en une série de puissance de A
Z=> \Z, d — = vz
; onc == ; n
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En dérivant par rapport a A 'expression (A-4), en utilisant 'identité (A-2) et en multi-
pliant & droite par e™% = e e~ on obtient successivement

0e? 9 \a B
o)
/1 dxe’fza—ze 22,7 _ APMAB | A RB
0 [2))
! 07
/ dwe?? 2 =02 Ze=2 = (AMeMP 4 MBENT) ¢MemM
0 oA
1
0Z
A dl,echme—xZ _ A + e)\ABe—)\A
L’identité (A-3) permet d’écrire le membre de droite
A+ eMBe M =A4 i s {47, B}
= > :

et le membre de gauche

! oz . 0z > {Zk 9z
d zZ —zZ / drZ— Zk — ? O
/0 TN e > o xk!{ o))\ kZ:O (k4 1)!

k=0
oo 1 o0

= Z(kﬂ)! <sz ) va 'Z,
k=0 m=1

On obtient alors

o] 0o k 0o 0o .
(Z xnzm> > Az, b = A+Z%{AJ‘,B} (A-5)
n=1 7=0

k:O m=1

A partir de cette égalité, on peut rechercher les expressions des Z,, en identifiant a gauche
et a droite les coefficients des différentes puissances de A. Par exemple, en réécrivant les
trois premiers termes de la série dans le membre de gauche, on a

oo o0 oo

Zmn YZ + = ZZAW” Y0 [ Zms Zin] +éZZZAm+P+” Y0 [ Zos [ 2y, Za)] + - ..

mlnl m=1 p=1 n=1

:A+Z%{AJ,B}
=0

L’identification des coefficients des termes en \° donne

Z1=A+B
Pour \!,
1
Z2 = 5 [Aa B]



Et pour A2,
1 1
Z3=—|A[A, B —
0= g A B+
En posant A = 1 et en introduisant ces derniers resultats dans (A-4), on obtient la
formule BCH au troisieme ordre

4, B], Bl

cAeB — 6A+B+%[A,B]-&-%[A,[A,B]]-i—%[[A,B},B]—}—... (A—6)

Corollaires

Pour faciliter certains calculs, il est intéressant de calculer les développements de
eteBet et de etePe 4.
En appliquant (A-6) aux deux exponentielles de gauche, par exemple, on a

1 1 1
eApBeA — XA — (X +A+FIX AN 5 XX A+ 151X, 4],A]+...

1 1 1
eAeBoA — X oA — X—A-X A5 X, [X A+ 35 [[X,A4] Al+..

—~
s
co

o ~—

avec X qui est égal a

X:A+B+%[A,B]+%[A,[A,B]]+1—12[[A,B],B]+... (A-9)

En réinsérant (A-9) dans (A-7) et dans (A-8) et en ne conservant au maximum que les
doubles commutateurs, on obtient

ee’e
AgBo=A  _ BHABI+3[A[AB]+... (A-11)

A_B_ A _ €2A+B+%[[A,B],A]+é[[A,B],B}—i-... (A—lO)

e e €
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B Les polynomes de Hermite
D’apres [7], 'équation différentielle de Hermite est définie par
d
— —2x—+2ny =0 (B-1)
x

ou n est un nombre réel. Si n est un nombre entier positif, les solutions de 1’équation
différentielle de Hermite sont des polynomes appelés polynoémes de Hermite H,(z).

Les premiers polynomes de Hermite sont

Hyo(z) = 1

Hi(x) = 2z

Hy(z) = 42*—2

Hs(z) = 82°—12z

Hy(z) = 162" — 482 + 12
Hs(z) = 322° —1602° + 120z

Les polynomes de Hermite peuvent étre exprimés par la somme

/2] |
n.

Hu(z) =) FU’Cm(%)n*% (B-2)

k=0

et par la formule de Rodrigues

i) = () e (3-3)

Leur fonction génératrice est donnée par
oo
H,(x)t"
6275:0—752 — Z n<x> (B—4)
Ils vérifient les relations d’orthogonalité

/ +OO e~ H,(2)Hp(2)dz = /720! S (B-5)

e}

et les relations de récurrence

H,1(x) = 2zH,(z)—2nH, 1(z) (B-6)
dZn = 2nH, (z) (B-7)
% (e’xQHn(;v)> = e Hyp (1) (B-8)
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C Eléments de matrice du réseau de Hermite

Les éléments de matrice de 'opérateur d’énergie cinétique 7', sur réseau de Hermite,
peuvent étre calculés de maniere approchée en utilisant la quadrature de Gauss ou exac-
tement en effectuant explicitement les intégrales.

C.1 Eléments de matrice 7;; approchés
D’apres (3.11), les éléments de matrice i»j calculés en faisant ’approximation de la
quadrature de Gauss sont donnés par

Ty =N f/(x) (C-1)

ou seul le calcul explicite de f}(z;) doit étre effectué. Pour ce faire, on remarque que le
polynome de Hermite Hy(z) satisfait a I’équation différentielle (B-1)

Hy(x) = 2xHy(x) + 2NHy(z) =0 (C-2)

et que par conséquent la fonction

gn(z) =e 7 Hy(z) (C-3)
satisfait a ’équation
gn(@) + (2N +1—2?)gn(2) =0 (C-4)
Les fonctions f;(x) étant proportionnelles au rapport entre gy(z) et (z — z;)
fyla) oc 20 (C-5)
J r—

elles vérifient donc 1’équation différentielle

(@ — ;) f] () + 2fj(2x) + (2N + 1 = 2?)(z — ;) fi(x) = 0 (C-6)
On obtient donc f()
£@) = (2 = 2N = 1) fj(ag) = 2 (C-7)

En dérivant (3.43) par rapport a x, on obtient

Hy(r)  Hylx)  Hy()
T — r—x; (x—x;)?

fi(z) = (=17 @¥FINL/m) 72 s ( ) (C-8)

Pour i # j, I'expression (C-7) peut étre réduite en utilisant le fait que f;(x;) = 0 et que

) = =2 (1P (N e ()
Or d’apres (3.39) et (3.38)
22 A2
@VTINI/m) T e T = m (C-10)
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Et donc en tenant compte de (3.42) on trouve pour f;'(z;)

T2
fla) =2 (VYR (C-11)
et pour ﬁj
T= ()P (£ (C12)

Pour ¢ = j, on a des indéterminations dans l'expression (C-8). Pour s’en sortir, on
développe Hy(z) et Hy(x) autour de x; :

xhjglj xf;_(x; — (_1)j+N (2N+1N!\/7_T)_1/2 e—é (HJ,V<xJ) + (LU - x])i‘g\llﬁx;))—; %(;C - xj>2H§\,//(xj)
() + (2 — @) Hyy(25) + 5 (x — 25)*H ()
(z —x;)?
 Hy(xy) + (2 — 2j) Hy () + 5(x — 2)* Hy () + (2 — $j)3H§’v’(93j)>
(x — ;)

En utilisant les propriétés suivantes obtenues a partir de (C-2) et (3.36)
HN (33']) =0

Hy(z;) = 2x;Hy(x;)
H]’Q’(xj) = (2- 2N+4x§)H]’V(:cj)

on obtient
. filw) JAN (oN+1an. oy -1/2 -z (] 2 /
zhjgj a:——x] = (=1 (2NINI/T) e 2 5(2 — 2N +4xj) — xx; — 1| Hy(x;)

)

= A\ % (23 —1—2N)

En substituant ce dernier résultat dans (C-7) et en utilisant (3.9) on trouve pour f7(z;)

1.
fl@) = g V2@ 2N 1) (C-13)
et pour Tjj
~ 1
T;; = 5(2N +1—27) (C-14)

En résumé, en faisant ’approximation de Gauss, les éléments de matrice de 'opérateur
d’énergie cinétique sont

) ATy
Ti; = (C-15)
SN +1—a?) i=j
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C.2 Eléments de matrice Tj; exacts

Les éléments de matrice exacts de 'opérateur d’énergie cinétique sont donnés par
+oo
T, =— filz) fi(x)dx (C-16)

—0o0

D’apres (C-6) on a

£1(e) = (2 — 2N = Dfy(a) — 222 (1)
xr — x]-
ce qui donne
T, =2 _:O %dz + /_:O(QN +1—22)fi(2) f;(x)dx (C-18)

L’intégrant du premier terme est un polynome de degré 2N — 2 multiplié par la fonction
poids des polynomes de Hermite, I'intégrale effectuée en utilisant la quadrature de Gauss
est donc exacte pour ce terme et vaut en utilisant les résultats du paragraphe précédent

oo fi(x) fi(x) B T i F ]

Ti+(@?—2N—1) i=j

(e 9]

Quant a l'intégrant du second terme, il s’agit du produit d’'un polynome de degré 2N et
de la fonction poids, I'intégrale doit donc étre calculée explicitement :

[Tevii-di@nwa = even [ pwned - [ i@

o - -

= (2N +1)4; — +OO fi(x)2? f;(z)dx (C-20)

Afin de calculer cette derniere intégrale, on utilise I'artifice de calcul
2? = (v —x;)(x — x;) + x(2; + 1) — 2375

qui amene aux trois intégrales suivantes :

+00 +oo
- fila) (@ -y - @) f(2)de = (1) 2NN /@) ) Hy(z)Hy(a)e™ dx
- %(—1)1'” (C-21)
d’apres (3.43) et (B-5),
+oo
en vertu de (3.8) et
+00
(@it+ay) [ filz)efylw)de (C-23)
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() 1E-04 4 - -~ S ¢ 1B-04 £ ——--o-- I A S A
3 ST ——9——eo o 3 N9 ¢
O 1E-06 - —-————- % N ——— O IE-064 - S e e
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Fic. C.1 — Erreur totale en fonction du nombre de points spatiaux N pour différentes
valeurs de At. A gauche avec les éléments de matrice exacts, a droite avec les éléments
de matrice approchés.

ou l'intégrant est le produit d’un polynome de degrés 2N — 1 et de la fonction poids, on
peut donc calculer cette intégrale exactement par la quadrature de Gauss :

+o0 N
(@ + ;) filx)zf;(x)dr = (x; + x;) Z Mofi(Tn)wpfi (o) = 22204 (C-24)

- k=1

En combinant les résultats obtenus en (C-18), (C-19), (C-20), (C-21), (C-22) et (C-24),
on obtient les éléments de matrice Tj; exacts :

<_1)i+j ((xi,zmjp - %) i 7£]
Tij = (C-25)

14N —1 - 242) i=j

C.3 Comparaison entre 'utilisation de ﬁj et T;;

La figure C.1 montre 'erreur totale en fonction du nombre de points spatiaux N en
utilisant d’une part les éléments de matrice approchés, et d’autre part les éléments de
matrice exacts. Le calcul est fait pour 'oscillateur harmonique forcé par une impulsion
sinusoidale avec ’approximation de 'opérateur d’évolution du quatrieme ordre. On ob-
serve que les résultats sont les mémes dans les deux cas. L’approximation de Gauss est
donc une bonne approximation pour le calcul des éléments de matrice sur le réseau de
Hermite.
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D Calculs complémentaires pour le réseau sinc

Les fonctions de base du réseau sinc sont données par
sin Tx

filz) = (1)

m(x — 1)

D.1 Orthonormalité des fonctions de base
Les fonctions f;(z) vérifient la relation orthonormalité
+o00

fi(x) fi(x)dr = 6y

Démonstration
Pour ¢ # j on a

) el fi(e)d = (<1 / ) %dm

= (—1)" ! {m i,_ S Ci(2m(z — 7)) — Ci(2m(z — 1))

am?(i—j) | Jj—=

ou Ci(x) est la fonction cosinus intégral définie par
“cost—1
Ci(z) = / OTdt +Inz+ 7y
0
ou 7 est la constante d’Euler.

Pour ¢ =j on a

7 (@) fw)de =

) w2 T 7| 2n@—9)

ou Si(x) est la fonction sinus intégral définie par

Si(z) = / st
0

t

qui a comme limites en +00 et —o0

Si(+00) = =~ Si(—o0) = —g

o

D.2 Elements de matrice Tj;

Les ¢léments de matrice T;; sont donnés par

Tij =~ —fj (2:)
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“+o00

—00

+Si(2n(z — 1))

=0

—+00

—00

=1



En dérivant (D-1) deux fois par rapport a x on obtient successivement
. [cosTw sin Tz
/. X = —1 J _
f]( ) ( ) iU—] 7T($—j)2

- sinTx  2cosTx 2sinmx
" = (=17 (- —
file) = (=1) ( e <x—j>2+w(:v—j>3)

Pour i # j on trouve en tenant compte que sinwi = 0 et cosmi = (—1)"

1
) = =2 (1)
fi (@) (—1) P
Pour i = j, on pose u =i — j, ce qui donne
f'(z;) = (=1)" lim (_WSIH(WU +mi) Cos(m;—l— i) N s1n(7ru3—|— m))
u—0 U U U

. oSinTTu  2mucosmu — 2sinwu
= lim (-7 —
u—0 U Tud

Pour lever les indéterminations, on développe sin mu et cos mu autour de 0

. 27ru(1—(W")2+...)—2(7TU—M—I—...)
ff:/<xz) _ —’7T2 i }}_)I% 2! — 3!
2 272 w2
= —T - =
3 3

Les éléments de matrice de 'opérateur d’énergie cinétique sont donc donnés par

()"t i#]
Tij ~ (D-3)

2

El =]
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E Intégrale du lagrangien §(¢f) pour 'impulsion si-

nusoidale

Si 'on pose

1 2m «@
K=— =2Z@-T —t—T+-
2(a? — 47?) & o' ( ) 7 * 2
Les expressions de z((t) et po(t) deviennent

0 sit<T -2
zo(t) =< K (a?cosfB+4m?cosy)+ 5 siT—2<t<T+$¢
—8Kn?sin(t — T') sin & sit>T+ %
et
0 sit<T -9
po(t) = —2K7(asinf+2nsiny) siT—§<t<T+§
—8Kn?cos(t —T)sing  sit>T+$%

&

Le lagrangien 0(t) = 1 (po(t)? — zo(t)?) peut s’écrire pour ¢ < T — 2

5(t)=0
pour ' — § <t <T+ %
1

S(t) = -K? (47r2a2 sin? B — 167 cos 2y + 16m3asin Bsiny — o’ cos? f — 8am? cos (3 cos 7)

2

1 1
—§K (a2 cos 3 + 4n? COS’}/) ~ 3

et pour t > T + 5

I3(t) = <8K7r2 sin %)2 cos (2(t—1T))

N | —

En posant
L) = / 5yt dt
I(t) = /53(t)dt

I'intégrale du lagrangien peut s’écrire

0 sitST—%

2

t
/(5(7)(17: L(t) — (T —%) siT—5<t<T+5
0

L(T+2) = L(T—2)+ Ij(t) — (T +2) sit>T+2

Le calcul des primitives I5(t) et I3(t) mene a
1 a3 (472 + a?)
L(t) = -K*|4r%a*t - —~
() = 3 ( e 8t

1 3 t
—§K (g—ﬂ sinﬁ+47r281n7) ~3

1 o . a2 |
— (8[(77 Sm—) sin (2(t — 1))
4 2
65

(sin 26 + 23) — 87 sin 2y — 87%a? sin 7y cos 6)



[21

On peut alors écrire explicitement l'intégrale du lagrangien pour ¢t < T — ¢

t
/ 5(r)dr = 0 (E-2)
0
pour T'— § <t <T+ 5
K v o? K
/ §(r)dr = —=(Ka*+1)— K—sinf <1 + —(47* + a?) Cosﬁ)
0 8 dr 2
—2Kn?siny (1 + 2Ka” cos 3 + 4K 77 cos ) (E-3)
et pour t > T + %
! «
/ d(r)dr = ~3 (Ko? 4+ 1) + 2n°K sina (20°K — 47K — 1)
0
an 2
+ (4K sin 5) sin (2( — 7)) (E-4)
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